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摘  要: 给定 2 个以上的几何模型, 形状插值的目的是生成一系列新模型, 能够建立给定模型之间自然的形状过渡.

形状插值是计算机动画中的一个基本操作. 文中以插值量为主线, 对多边形和网格模型形状插值的相关工作进行分

析梳理; 讨论插值结果应满足的一些重要性质, 提出分类方法, 对一些重要工作进行较详细的介绍与评述, 并分析

它们的优缺点; 特别地,深入探讨各种方法的大变形插值能力.最后, 总结存在的问题并尝试提出一些新的研究方向. 
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Abstract: Given two or more geometric models, the goal of shape interpolation is to create a sequence of 

intermediate models which establish natural smooth transition between given shapes. We review existing 

shape interpolating approaches from the viewpoint of quantities of intermediate shapes obtained by linearly 

interpolating those of the given shapes. Some important properties of shape interpolating approaches are 

summarized, classification methodology is discussed, some important interpolation methods are described 

and commented, and their pros and cons are analyzed. Particularly, we investigate the ability of these ap-

proaches to deal with interpolation with large deformation. Finally, we draw some open problems in shape 

interpolation. 
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形状插值是计算机动画的基础 , 也是通过已

有几何模型获取新模型的重要手段之一 . 形状插

值(shape interpolation)关注的是给定几何模型之间

的形状过渡, 其结果反映如图 1所示从一个形状到

另一个形状的变形(deformation)过程中. 早期的工

作更多地从插值序列是否兼具被插值关键帧形状

的角度来看待形状插值 ,  所以称之为形状混合

(shape blending); 或者为了强调其变化过程, 而称

之为变形(morphing). 当给定几何模型是同一物体

的不同姿态时, 形状插值也被称为姿态插值(pose 

interpolation), 此时的插值序列反映的是物体的运

动(motion)情况 . 根据插值结果在序列中的时序 
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图 1 一个形状到另一个形状的变形过程 

 

位置 , 形状插值分为内插 (interpolation)和外插

(extrapolation) 2 种情况; 内插的结果建立关键帧

之间的过渡; 而外插则是通过分析关键帧的变形

或运动趋势, 估计所有关键帧之前或之后的姿态.  

理论上 , 形状插值中的关键帧可以是任意多

个形状完全不同的模型集 . 不过目前的方法大都

以讨论 2个形状之间的插值为主, 多个形状插值基

本类似. 此外, 插值之前需要建立被插值形状之间

点的对应关系 . 本文主要讨论以多边形、平面网

格、三维表面网格以及体网格所表示的形状之间的

插值方法 , 并且要求被插值网格具有相同的连接

关系.  

不同形状(表面)之间的对应问题本身独立于

形状插值存在 , 主要研究如何寻找不同形状之间

的映射函数. 事实上, 目前的形状插值所采用的关

键帧, 来源主要有2种方式: 1) 对单个关键帧进行变

形编辑获得其他关键帧; 2) 通过建立模型之间的

点对应进行兼容剖分(compatible triangulation)[1-2], 

其往往也需要一定的交互.  

对应问题解决后 , 须要决定对应点的运动路

径 . 在实际应用中 , 人们希望形状插值的 (路径 ) 

结果能够符合客观物理规律或主观视觉经验 . 因

此,为了追求更加逼真插值效果, 研究人员从不同

的角度进行了大量的研究 . 本综述将主要讨论这

方面的内容. 

1  基本概念  

在评述具体的插值方法之前 , 我们首先引入

一些记号 , 然后描述判定插值方法优劣的一些性

质, 并简要讨论形状插值方法的分类方式. 

1.1  形状插值的形式化描述 
前面已经提到 , 我们考虑的形状由多边形或

网格表示, 而且所有帧顶点数相同, 每一帧所有顶

点的坐标连接在一起构成高维空间中的点 , 我们

把所有这样的点所构成的空间称为形状空间[3], 记

为 S. 给定关键帧 S0, S1∈ , 形状插值(内插)可用

函数  : 0,1      来描述, 即 

    0 1, , , 0,1tS Φ S S t t   (1) 

其中 , t 是时间 ; tS 是时刻 t 的形状 . 计算

 0,1t  时的形状 tS 则是外插. 在离散情形下, 

tS 的下一帧记为 t tS  . 我们总是用上标 t 表示与
tS 有关的量,用单个下标表示点, 2个下标表示边, 3

个下标表示三角形, 如 t
ip 为 tS 中第 i 个点得坐标

(列向量), t
ije 为由点 t

ip 指向 t
jp 的有向边. 

1.2  插值方法性质 
尽管每个形状插值方法都会声称自己具有某

些新特性 , 但对插值方法应该满足什么样的性质

并没有确切的定义和系统的研究 , 多数情况下也

没有提出量化新特性的方法 . 根据文献[4], 本文

列举如下一些特性 , 用以衡量一个形状插值算法

的好坏： 

插值 . 插值序列经过 2 个关键帧 , 即 0S   
0 1( , ,0)Φ S S 和 1 0 1( , ,1)S Φ S S .   

对称 . 插值的结果与运动方向无关 , 即

   0 1 1 0, , , ,1Φ S S t Φ S S t  .  

平滑. 即顶点路径是光滑的, Φ/ t  存在且有界. 

仿射变换重现 (affinity transformation repro-

duction). 如果通过一个仿射变换能把 0S 变为
1S , 那么中间帧也应由 0S 作仿射变换得到. 

有界扭曲(bounded distortion). 主要是度量网

格曲面中的三角形或体网格中的四面体的变

形情况 . 对关键帧中的 2 个对应三角形

 0 0 0, ,i j kp p p 和  1 1 1, ,i j kp p p , 把前者变换为后

者的 3 3 仿射变换矩阵为  1 1 1   i j kA p p p  

  10 0 0   i j k


p p p . 分别记 λmax和 λmin为

TAA 的最

大和最小特征值 , 则该变换的扭曲程度可用

max min/K λ λ 来衡量 . 因为被插值帧不相 

同, 变形不可避免. 所谓有界扭曲是指三角形

的扭曲程度在运动过程中随时间单调增长.  

大变形 (large deformation). 所谓大变形插值

问题是指 0S 要经过较大的变形才能得到 1S , 

如何能构造出合理的、非退化的形状过渡序列. 

很多插值方法都声称能处理大变形问题 , 但

都没有对大变形进行明确的界定 . 对于插值

方法来说, 大变形主要是指 1S 中的局部区域
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相对于 0S 的位置有较大的旋转角. 

1.3  分类方法 
按照插值的模型所嵌入的空间维度,可分为二

维形状插值、三维形状插值. 而二维形状插值又可

分为平面多边形插值和平面网格插值; 相应地, 三

维形状插值分为网格曲面插值和体网格插值 . 按

照插值的优化能量来分则可分为线性插值和非线

性插值. 按处理插值量所依附的体元来分, 可有以

点为中心的插值、以边为中心的插值和以面为中心

的插值. 

插值的最终结果是计算出中间帧的顶点坐标.

因此 , 最简单的形式是对模型的对应顶点作线性

混合[5], 即 

   0 11t t t  p p p  (2) 

线性混合其实就是认为模型上所有点遵循直

线运动, 显然与绝大部分物体表面运动规律不符, 

得到的结果往往会有严重变形 . 因此需要寻找一

些量, 其变化是线性的, 或者可由线性变化的量计

算得到, 而由这些量可重构三维模型顶点坐标. 对

已有形状插值方法进行归纳 , 本文把插值量分为

如下 5类： 

1) 几何内蕴量. 例如多边形或网格的夹角、

边长、面积、体积、曲率等.  

2) 几何量的运动变换. 2个关键帧中间对应局

部几何量之间的运动变换 . 典型的如对应三角形

之间的变换矩阵. 

3) 连接映射的运动变换. 在模型内部相邻几

何量之间存在空间变换关系, 对首尾帧的对应空间

变换关系进行插值, 据此重构中间帧的顶点坐标. 

4) 全局约束量. 这类方法不是从关键帧插值

出中间帧的某种几何量逐帧进行重构 , 而是加入

相邻帧间的约束, 从而对所有帧进行整体求解. 这

类方法一般都是要作非线性优化 , 因此需要用前

述方法进行初始化(给出初始序列).  

5) 其他量. 

下面几节将按照上述分类介绍一些具体方法.

考虑到文献[6-8]对 2002 年之前的工作有过很好的

评述, 本文将侧重 2002年之后的工作. 

2  几何内蕴量形状插值  

如 1.3节提到, 常见的几何内蕴量有夹角、边

长和体积这样的简单几何量 , 也有曲率或更复杂

的微分几何量, 下面分别进行讨论. 简单几何量和

复杂的微分几何量, 有些是互相关联的, 比如夹角

跟曲率有关, 而边长也可看成近似的切向量长度. 

尽管如此, 我们分别进行讨论. 

2.1  简单几何内蕴量 
最简单的几何内蕴量是诸如边长、夹角和体积

之类的统计量. 如果我们强制要求 tS 的边长、边相

邻三角形面的法向夹角和体积都作线性变化[9], 即 
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注意, 边(i, j)的长度 t
ije , 共享边(i, j)的 2 个

三角形法向量的夹角 t
ij , 网格的总体体积 tV (如

果考虑的是平面多边形形状, 则代表面积)均可表

示为 tS 中顶点的函数. 因此最小化能量 

 angle voe lg ed ume         (4) 

可以重构中间帧的形状[9]
 . 其中  
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 (5) 

基于上述模型 , 不少工作围绕几何内蕴量展

开 . 这些方法的不同之处主要在于几何内蕴量的

构造方式和非线性能量的优化方法.  

Sedeberg 等[10]最早针对平面多边形表示的形

状研究这类插值方法 , 其插值量是多边形边长和

相邻边的外夹角 . 将时刻 t 的多边形边长 t
ije 简化

为 1
t
iie , 而时刻 t的相邻三角形法向角 t

ij 由多边形

中相邻边的外夹角 1
t
ii  代替. Sun等[11]将这种思想

拓展到三维情形, 关键帧由(单个)多面体表示; 采

用传播的方法遍历由多面体所确定的面图和点图, 

计算比较复杂. 

Liu 等 [12]将类似思想与寻找平面多边形对应

特征点问题相结合 , 得到更好的二维平面多边形

插值效果.  

Liu 等 [13]处理了三维封闭折线形状的插值问

题, 对折线上的每个点建立微分标架, 这样每个顶

点相对于其邻点的标架都有一个球面坐标 , 球面

坐标的半径即是边长 . 该球面坐标事实上是一组

内蕴量 , 中间帧的球面坐标可用关键帧的线性插

值得到; 他们还把该方法推广到多边形网格模型
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插值问题.  

Johan 等 [14]针对图像变形过渡问题 , 利用

Bézier样条逼近用户指定的对应特征曲线, 所有样

条端点构成连接图 , 然后对连接图的边长和夹角

进行插值. 类似地, Meng 等[15]和针对图像提出基

于素描交互的变形过渡算法 , 在用户通过若干笔

画提取对应特征后 , 将这些笔画转换为折线段并

完成对应 , 而折线段的拓扑关系使用连接图来表

示. 该算法为连接图定义了内蕴量, 分别是图的边

长、边之间的夹角; 通过选定锚点和旋转基线来表

示连接图整体的平移和旋转 , 并插值这些量来获

得中间图像的连接图.  

Winkler 等[16]考虑文献[15]的特殊情形( ν 0 ), 

使用了基于多配准的层次化插值技术 , 相比文献

[15], 其显得更加复杂; 另一方面, 层次化使用了

自底向上的合并策略 , 而该策略涉及种子点的选

取和扩散, 与插值结果密切相关. 因此, 需用特殊

的方法选取种子点以确保结果的质量 . 由于该方

法通过层次拼接的方法构造中间帧 , 因此能较好

地处理大变形插值. Baek等[17]的工作与之类似, 不

过除了边长外 , 还线性插值相邻三角形标架之间

的 2个转角, 如图 2[17]所示 . 

 
 

图 2  插值 2 个三角形标架的旋转角 和   
 

相比起上述直接在几何体表面或边界提取内

蕴量外 , 也有一些方法尝试在几何物体内部构造

内蕴量. Shapirat 等[18]观察到早期的插值方法只考

虑二维几何对象边界, 在大变形情况下, 有时会导

致局部扭曲和边相交; 于是提出在几何对象内部

建立星型骨架的方法. 随后, Blanding等[19]将此思

想推广至三维. 

2.2  微分几何内蕴量插值 
从微分几何的角度看 , 内蕴量可以由微分度

量(metrics)确定. 因此, 如果能插值微分度量, 就

相当于插值内蕴量. Lipman 等[20]考虑网格顶点一

邻域的情况 , 与直接插值与网格朝向有关微分坐

标不同 , 其建立从嵌入空间到局部空间之间的映

射 , 局部空间由附着于顶点的离散局部标架来描

述, 如图 3 所示; 并利用标架编码一邻域的信息,

以旋转不变的第一离散型和第二离散型表示 [21]. 

图 3中紫色向量分别投影至 2个切平面, 投影用红

色的切向量表示; 0 和 1 分别是 2 个切平面上 

定义的局部标架, 它们之间的局部朝向关系通过

紫色向量联系. 这 2种离散型可以看作空间度量的

一种离散化结果 , 第一离散型描述一邻域边向量

在切平面上投影的位置关系, 包括长度和夹角; 第

二离散型则描述了沿法向的长度 . 相邻标架之间

通过上述编码信息互相表征彼此的相对位置 , 进

而能够在给定目标插值量后 , 获得标架在内嵌空

间中的坐标表示. 最后, 其通过线性插值长度和夹

角重构中间网格. Baran 等[22]扩展了上述方法, 考

虑由多三角面片组成的子网格之间的情形 . Chen

等[14]插值了由二维网格之间双射映射所诱导出的

度量 

   T1t t t  g I F F  (6) 

其中 F 是由映射函数确定的变形梯度. 其随后证

明了这种插值方式能限制中间帧每个三角形的扭

曲程度, 并使之随时间单调改变. 

  

图 3  顶点一邻域示意图 
 

2.3  重心坐标插值 
Floater 等[23]研究了针对二维平面上边界相同

和不同的 2 种凸包 tiling 形状之间的插值. 对于相

同边界的 2个形状, 中间帧的顶点坐标用邻域的平

均凸组合进行表示, 而非简单地用首尾 2帧对应点

的线性组合. 若边界不同, 则用极坐标表示边界上

的点, 先对边界进行凸组合插值,然后再对内部点

采用邻域凸组合进行插值. Gotsman等[24]随后扩展

了这种思路, 提出了一种基于全局范围(global scale)

平面多边形插值方法, 以保证中间帧不会自相交; 

并对关键帧增加少量的虚拟点进行兼容三角剖分, 

将这 2个三角化之后的形状置于同一凸包中, 用平

均重心坐标方法[23]进行中间形状的插值. 

2.4  混合插值 
Yang 等把类刚性运动 (as-rigid-as-possible, 

ARAP)[25]应用到二维多边形的形状插值 [26]. 他们

采用类似多分辨率的思路 , 将平面多边形插值  
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问题分解为粗糙轮廓插值和细节特征插值 2 部分. 

首先 , 构造与关键帧形状相近但顶点少得多的所

谓帧多边形, 对帧多边形中所有顶点与其相邻的 2

个顶点构成的三角形, 利用类似的 ARAP 插值构

造中间三角形, 从而得到中间帧的帧多边形. 其将

细节附着于帧多边形的每条边上 , 并在由该边所

定义的局部坐标系下用折线段来表示; 于是, 中间

帧的细节便能通过折线段的边长和夹角进行插值

获得, 而其朝向由局部坐标轴的朝向决定. Marras

等[27]针对具有关节的模型提出基于混合形状空间

的高效插值算法. 首先, 分割关键帧获得刚性块和

关节; 接着, 对刚性块进行多配准, 即为对应的刚

性块寻找刚性变换使之对齐后 , 对顶点位置进行

线性插值; 然后, 采用文献[16]方法对关节进行插

值; 最后, 重构整个中间网格. 

3  几何内蕴量形状插值  

直接建立关键帧之间的外蕴几何量变化关系, 

然后对此关系进行插值则是另外一类常见的方法. 

其中以 ARAP 为代表衍生出大量相关工作. ARAP

类插值量是局部旋转矩阵的旋转角 , 其原理是局

部区域的变换矩阵尽可能遵循刚性运动[28] 

  
 0

2

3
min d d

S SO
  R

φ φ Rp p  (7) 

微分量 dφ可以理解为 φ的线性近似 , 即 d ,φ Fp  
1Sp .  

   
   

20 1 0 1

3
1 ,

, min
k

k

m

ijk ij k ij
SO

k i j E

S S c
 

  
R

e R e  (8) 

能量式(8) 可理解为 1S 中的局部边集 kE 上的点尽

可能遵循相同的刚性运动 kR . 如果 kE 取遍 1S 中

的所有三角形, 这是通常的 ARAP方法[29-30]. 由于

没有对模型内部进行约束 , 这类方法会由于挤压

而导致不平滑过渡. 为此, Chao 等[28]对模型内部

也进行刚性运动约束, 此时式(7)是对 0S 的体积分, 

离散求解时 kE 取遍体网格 0S 的所有四面体. 

通过线性插值 kR 的旋转角 k 就可以得到中间

帧的旋转矩阵 t
kR . 但显然纯刚性的插值是不存在

的, 拉伸变换部分直接对变换矩阵进行插值, 最后

计算出 t
kE , 再利用 t

kE 对网格的所有顶点进行优化

可得 0 1( , , )S S tφ   . Chao等则直接优化非线性能量 

        0 1 0 1
spring , , 1 , ,t tS S t t S S t S S      (9) 

其中包含 3 组未知量: 0S 到 tS 的旋矩阵, tS 到 1S

的旋转矩阵和 tS 的三维坐标. 式(9)是在体网格上

计算, 复杂度很高. 因此, Levi 等[30]在网格面上考

虑, 引入刚性运动的平滑约束 

  
 

smoot
1

h

20

1

, ,
l k

m
t t t
k lk l

k E N E

S S t
 

   R R R  (10) 

其中, t
lkR 则由  T0 0 0

lk k lR R R 和  1 T1 1
lk k lR R R 作球

面线性插值得到, t
lkR 其实可以看成是相邻块的运

动变换矩阵之间的弱连接映射 (weak connection 

map). 称之为“弱”, 是由于 t
lkR 并不是旋转不变

量, 即目标网格发生旋转后, t
lkR 也随之改变. 基

于 ARAP 的原理, Chen 等[31]对插值路径进行了旋

转补偿, 并通过 GPU 并行求解关键帧网格每个顶

点的路径; Yang 等[32]研究了由多个独立网格组成

的几何对象之间的插值. 

Xu 等 [33]考虑关键帧微分量之间的变化关系,  

给定曲面和定义于其上的函数、梯度和散度等微分

量能刻画曲面自身的几何, 因此, 一旦建立关键帧

之间运动变换关系 , 就能将该关系作用到微分量

上, 达到插值微分量的目的, 最终通过微分量重构

中间网格 . 运动变换关系由关键帧对应三角形之

间的变形梯度得到, 与文献[26]类似. 在求解方法

上, Xu 等引入域网格的概念, 使得泊松方程的系

数矩阵固定不变, 因此, 重构网格顶点的效率非常

高; 另一方面, 域网格的选取在理论上对结果构成

影响, 但其认为这种影响并不显著. 在适用性方面, 

该方法不能处理非流形和退化网格(微分量基于微

分流形假设, 退化三角形微分量没有定义). 为了

更加逼近真实运动, Sumner 等[34]利用关键帧之间

的变形梯度构造非线性特征空间来约束帧间的变

形过渡 . 具体通过对变形梯度进行极分解分别插

值旋转矩阵和缩放矩阵实现; 旋转矩阵插值采用

矩阵对数插值的方式 , 因而能够支持多个旋转矩

阵的混合. Gao等[35]借助已有的同类模型数据库引

导基于 ARAP 的插值. 由于图形数据库所包含的

模型数量一般不会太多(约 200 个), 文中采用上采

样技术增加形状空间的数据点 , 而且通过聚类尽

量使得新增的数据点能够位于若干个线性形状子

空间中 ; 最后 , 对每个顶点一邻域 (的顶点坐标 ) 
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进行 ARAP 插值. 由于该方法充分利用了大量的

(接近)真实情况的姿态, 因此其能够处理文献[33]

所无法处理的问题, 如避免自相交、使运动符合物

理规律等等.  

经典的 ARAP 方法刻画的是不同帧对应三角

形之间的变换关系, 其最大的缺点在于：当三角形

发生超过 2π的旋转, 那么直接插值旋转角将导致

不合理的结果 . 这是因为旋转矩阵本身无法记录

旋转的绕数 [36]. 为此 , 考虑周边三角形的旋转一

致性, 而不只是单独考虑每个三角形的情况, 这是

一种比较直接的解决办法. Fu[37]等利用基于平面

多边形的拉普拉斯坐标 , 提出一种简单的能保证

旋转一致性的算法. 该算法中, 每个多边形顶点对

应的局部标架的运动依然采用 ARAP 方式刻画 , 

但并非同时计算它们的旋转角 , 而是以任意选定

的某个局部标架的旋转角作为基准向外传播 , 使

得与相邻标架旋转角的差位于区间[ π,π ). 

最后, Rossignac 等[38]探讨了 ARAP 的平稳性

问题 , 同时提出插值仿射变换矩阵对数以达到平

稳过渡目的之方法 , 其中还介绍了计算矩阵对数

解析解的方法. 

4  连接映射之间的运动变换插值 

除了直接表示物体元素在起始和结束之间的

运动关系外, 还有一种间接描述物体运动的方式, 

即通过物体内部元素的相对位置关系表达其运动

过程的变化 . 物体自身几何元素的相对空间位置

变换称为连接映射(connection map)[39]. 采用连接

映射的插值技术一般需要经过 2个基本步骤：连接

映射线性插值和网格重构.  

已有的连接映射方法一般都是建立同一帧中

相邻局部区域标架之间的表示关系. 假设 t
iP 和 t

jP

是某帧上相邻的 2个局部区域, 如图 4所示, 可以

是顶点、面、三角形或更大的区域), 提取标架的

算子为 tF , 连接映射为 t
ijT , 则有示意性的形式形

式化表示为 
[

 
 

图 4  网格插值的基本图形元素. 

     , ), [( 0,1]t t t
ij i i i j j iN t T F P F P P P  (11) 

一般来说 , 可以建立关键帧之间的连接映射

的变换关系 ( )t t
iF P . 与 ARAP 方法类似, 也可以

把 t
ijT 分解为旋转和缩放 2 个部分, 旋转部分对旋

转角线性插值 , 缩放部分直接对变换矩阵线性插

值, 这样就可得到中间帧的连接映射. 由于连接映

射之间的旋转角一般都不会太大 , 不会导致角度

不连续变化的情况. 

重构阶段一般分为 2 步: 1) 通过 tT 重构中间

形状 tS 的局部标架在世界坐标中的朝向(至少需要

一个已知标架); 2) 重构网格顶点坐标.  

首先, ( )t t
iF P 的值通过求解由式(11)所组成的

线性方程组得到 . 值得注意的是 , 式(11) 所描述

的相对关系并不紧凑, 拥有大量的冗余信息, 而且, 

这些信息并非一致, 需要使用最小二乘法来求解; 

另一方面 , 即使其方程个数多于未知数个数 (约

3~6 倍), 但它的系数矩阵并不满秩. 这是因为式

(11) 建立在 ( )t t
iF P 的像空间中, 缺乏源内嵌空间

的信息 . 为了解决这个问题 , 可以引入锚点

(anchor)集合, 这些区域的标架可从给定形状的相

应标架线性插值得到 . 最后 , 通过求解 ( )t t
iF P 的

逆函数, (在最小二乘的意义下)重构中间网格的顶

点位置. 同样地, 锚点的坐标位置也要预先从给定

形状线性插值得到.  

基于连接映射的方法 , 最重要的步骤是寻找

合适的连接映射. 这里“合适”是指连接映射应该

具备刚性不变性, 即旋转不变和平移不变, 并且独

立于目标网格所嵌入空间的坐标系 . 这是判断插

值量是否基于连接映射的最重要依据.  

Kircher 等[39]首次给出基于三角形对之间的连

接映射的形式化定义, t
ijT 对应于相邻三角形局部仿

射标架之间的变换关系 . 其中对变换关系进行极

分解, 对旋转矩阵进行球面插值, 对缩放矩阵的放

缩因子进行线性插值 . 该方法的结果依赖锚点的

数量: 在较少锚点的情况下, 会如图 5所示出现明

显的全局错切现象(也可参考文献[22]的视频), 其

中上排是仅设定一个锚点(anchor)的情况, 中间帧

有明显的收缩和错切; 下排是设定了较大面积的

锚点区域(黄色区域). Zhang等[40]的初始化部分 采

用了基于边的连接映射 , 其方法与文献[39]类似 , 

但 t
ijT 建立在附着于边向量的正交局部标架之上 , 

类似地, 也不可避免地出现错切; 而进入迭代阶段

后, 错切得以矫正. 
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图 5 全局错切现象 
 

基于映射的方法具有解决大变形的能力 . 尽

管如此, 这类方法一般至少需要求解 2次大型稀疏

矩阵来重构每一帧, 对于生成网格序列而言, 计算

量比较大. 因此, 如何提高计算效率成为此类技术

的关键; 其次, 此类方法一般无法赋予重构的网格

某些特定性质, 需要其他后处理技术支持. 

5  全局优化 

这里的全局优化指的是同时建立所有插入帧

能量函数的方法 . 本文分基于几何约束和基于物

理约束 2类来加以讨论. 

5.1  基于几何约束的方法 
比较典型的是一类 As-isometric-as-possible 

(AIAP)方法, 该方法假设模型遵循等距运动, 即表

面上任意 2 点在运动过程中的测地距离保持不变. 

从流形的角度来说, 等距运动的曲面  0 1, ,S S tφ 上

每点处切向量的长度保持不变, 即最小化能量 

     
1 2

0
d , d , , d d dt t t t    

pφ T φ
p p p  (12) 

其中 ,    0 1, ,S S tpT φ 为曲面  0 1, ,S S tφ 在点 p  

处切平面上的所有切向量的集合 ,  ,t p 则是该

集合上的任何一个切向量. 具体到网格序列模型, 

Kilian 等[3]用网格顶点的边集近似切向量集, 相邻 

帧的的切向量之差近似切向量的导数 , 就得到如 

下能量[3] 

 
 

1 2

AIAP
0 N

,
t t t t

t t t t t t t t

t S

 

  

      
p q p

q p q p q p

(13) 
其最小化的解不唯一, 因此 Kilian等[3]另外引入了

一个切向量的正则化能量. 此外, 计算能量中的近

似向量时采用了向前差分 , 为了使得插值结果具

有对称性 , 应该再加上从最后一帧到第一帧的一

个类似能量. 由于是非线性优化, 求解时需要预先

(通过线性插值顶点位置来)初始化, 因此无法处理

图 6[40]所示大变形问题. 最后所有中间帧顶点在一

起优化, 使得复杂度大增, 为此 Kilian 等[3]还引入

了多分辨率表示[41-43], 使实现变得相当复杂.  

Li等[44]考虑了平面形状的AIAP插值问题, 不

过其根据    d , d , , 0t t t p  p 把切向量的变化

量表示成切向量的旋转形式, 则在离散情况下有 

    t t t t t t t t
pq pqc     q p q p R q p  (14) 

据此得到另一种离散形式 

  
 

 

1

AIAP
0 N

2

t t t t

t t t t t t

t S

t t
pq pqc

 

  

    



  
p q p

q p q p

R q p



 (15)

 

其中, pqR 是 π / 2旋转矩阵, 其在二维情形是已知

的; 标量 pqc 是缩放系数; 所有中间帧的顶点也是

未知的 .  该方法用块坐标下降(block-coordinate 

descent)方法优化能量式(15). 为了能处理大变形, 

该方法初始化时考虑了邻接三角形旋转角的平滑

过渡 [45], 但无法将其向三维推广. 为了进一步提

高效率, 该方法还引入了贪心方法, 分别用能量式

(15)对每条边进行AIAP优化. Zhang等[40]将此思想

推广至三维情况 , 同样需要优化式(15)的非线性 

 

 
a. 采用线性插值进行初始化 

 
b. 采用连接映射插值进行初始化 

图 6  文献[3]方法生成的结果  
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问题. 与文献[44]不同, 其初始化方法采用了基于

边向量的连接映射技术 , 能统一地处理三维和二

维情形, 且 pqR 不再是单一平面上的 π / 2旋转矩阵; 

在迭代阶段, pq pqc R 采用投影法获得解析解. 

Huang 等[46]提出了与文献[3]思想相似的全局

优化方法, 但使用了 ARAP 能量项取代了后者的

AIAP 能量项. Huang 等[46]基于关键帧的配准结果 

提取刚性块,认为对于待求序列的任意相邻 2 帧, 

其对应刚性块之间满足相同的刚性变换 . 由于该

建模方法为非线性的 , 需要通过线性插值顶点坐

标来初始化待求序列 , 因此 , 也无法处理大变形 

问题. 

Heeren 等[47]基于弹性理论, 通过最小化能量

损耗求解帧间的变形路径. 变形能由薄膜能(反映

拉伸程度, 需要 Lamé 参数)和弯曲能(反映曲率变

化程度) 2 部分组成, 分别对应于微分几何的第一

基本型和第二基本型. 通过控制 Lamé 参数、2 种

能量之间的比例, 能模拟不同材料的变形过渡. 由

于在高维形状空间进行全局优化 , 该方法采用了

多分辨率技术 [48]提高效率 ; 另外 , 文中采用非线

性模型, 初始化使用线性插值顶点坐标的方法. 值

得注意的是, 虽然 Heeren 等[47]提及该方法的数值

解基本满足对称性, 即交换首尾帧后(视觉)效果相

同, 但理论上单向的能量建模不能确保对称性.  

全局优化算法可以认为是寻找高维黎曼流形

上测地线的过程 . 高维度往往造成计算量大的问

题, 为了提高初始化和迭代的效率, 文献[40, 44]

皆使用加速算法 . 在初始化阶段 , 启发式的边向

量、标架传播策略保持旋转一致性, 同时保证优化

变量尽可能少; 在迭代阶段, 采用 Cholesky 分解

求解线性方程组 , 由于方程组的矩阵系数与网格

拓扑相关, 与网格几何无关, Cholesky分解只需执

行一次, 便可多次回代重构所有中间帧.  

全局优化算法能赋予插值结果具备某些性质, 

在文献[3,40,44,47]中, 该性质为拟等距①或满足弹

性变形规律. 图 7 所示为对于狮子模型插值序列 

MSGI[16]与 AIAP[40]方法拟等距性质的比较; 横轴

表示插值的帧数 , 纵轴表示边长相对线性插值的

最大误差; 图例百分比表示去掉质量最差的边后

保留下来参与统计的边数百分比. 尽管如此, 全局

优化的代价除了较高的计算量外, 一般只能处理 2

个关键帧的插值问题 . 因为现有的算法利用速度 

                    

场作为引导 , 令由中间形状构成的高维折线段逼

近黎曼流形测地线, 涉及大型非线性优化问题, 而

多帧插值必然与多测地线相关 , 使得插值问题难

以推广至多帧情况. 
 

 
 

图 7  MSGI与 AIAP方法对于狮子模型插值 

序列拟等距性质的比较 

 

5.2  基于物理约束的方法 

除了直接考虑欧氏空间的变换关系外 , 也有

文章从其他空间描述变形 , 而且这些空间往往具

有一定的物理涵义. Sederberg 等[49]最早考虑了基

于物理的平面多边形形状插值 . 他们认为关键帧

之间的运动过程受拉伸(stretching)和弯曲(bending) 

2 种力的作用, 为此定义了边的拉伸模型和内角的

弯曲模型进行中间帧求解 , 但比较复杂 . Whitted

等 [50]把该方法应用于卡通图像插值中的笔画

(strokes)形状插值.  

考虑到应变场能反映物体的变形情况, Bao等[51]

考虑基于薄壳理论的非网格(点云)插值问题, 利用

第一基本型和第二基本型导出薄膜张量和弯曲张

量, 并对两者进行线性插值; Yan[52]等构造中间帧

的应变场进行形状插值 . 中间帧的应变场可简单

地由关键帧的插值得到 , 中间帧的顶点坐标则用

有限元方法从应变场计算得到. Adams等[53]把 2个

形状的插值看作一个基于物理的变形问题 , 其中

一个关键帧起到抓手(handle)的作用. 其变形模型

包含点的位置约束、刚性约束、体积约束、关键帧

速度约束(用户指定)以及加速度平滑约束等, 最后

建立关于所有帧的一个全局优化函数.  

Huang 等[54]考虑给定体网格的参考姿态, 通

过模态分析的方法计算振动模式 , 并将其转换成

“旋转-应变” 空间里的基. 于是, 插值量随之转

化为此空间的模态坐标. Martin 等[55]从连续介质 

① 关键帧对应边的长度一般不等, 而假设网格在变化过程中边长度线性变化, 称这种情况为拟等距.
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力学和弹性理论出发 , 用格林应变张量表征形状

(体网格)变化, 通过线性插值该张量来引导中间帧

的变形 ; 与纯几何方法类似 , 线性插值后的张量

(集)并不能保证对应一个真实存在的形状, 因此需

要把结果投影至符合物理假设的高维流形上.  

一般而言, 物理方法, 尤其是基于固体力学的

方法需要较大的计算量; 另一方面, 这类方法因为

兼顾物体内部和边界, 能很好地避免自相交. 但求

解这些方法时需要进行初始化 , 其结果是否可用

受初始化影响很大. 

6  其他插值方法 

基于变分原理, Turk 等[56]提出利用隐式函数

升维插值的方法, 即对 N 维对象边界采用 N+1 维

对象切面的水平集来表示. 其指出, 变分方法与有

向距离函数(signed distance function)不同, 无须知

道高维对象完整的边界, 仅通过低维(被插值)对象

嵌入高维空间后所形成的切面 , 即能构造隐式函

数. 与上述升维思想类似, Ohbuchi 等[57]使用细分

曲面技术 , 将二维平面多边形插值转化为基于三

维曲面等值面抽取 , 将三维多面体网格插值转化

为基于四面体的四维等值曲面抽取 . 由于没有使

用多分辨率计算框架 , 该方法容易使得插值结果

出现过度平滑的情形, 无法较好地保持细节.  

针对二维平面多边形, Weber等[58]提出基于复

映射的形状表示方式 , 考虑多边形边缘并于其上

定义所谓的角因子. 于是, 多边形过渡通过不同形

状角因子的线性插值获得. 

Yang等[59]提出一种基于 T样条水平集的插值

方法, 其基本思想是通过构造包裹关键帧的 T 样

条控制网格 , 以及关键帧的符号距离场获得所谓

的 T 样条水平集. 其插值问题等价于水平集的演 

化过程, 这种方法特别适用于不同亏格模型, 而且

使得插值结果 2C 连续. 对于具有尖锐特征的模型, 

该方法需要插入额外的帧来防止水平集走样.  

7  结  语 

本文以插值量为主线 , 对形状插值的基本概

念、相关理论与具体方法进行梳理.同时讨论了形

状插值方法的分类方式、插值结果应该满足性质; 

对具体算法进行分析归类, 并评述各自的优缺点; 

揭示一些不同方法内在的共同优化模型及其形式

化描述; 同时利用实例对一些重要问题进行解析; 

特别地, 分析了大变形插值方法的共性. 一般来说

这些方法均满足“源-目标模型完全重构”和“平

滑过渡”的性质. 表 1所示为其他插值性质的一览, 

有些方法因没有明确提到相关性质, 表中暂空, 留

待以后完善.  

虽然目前已提出很多形状插值方法 , 但仍然

存在一些未解决的问题. 此外, 随着形状概念的扩

展, 形状插值方法也会遇到新的挑战. 而对所谓自

然过渡理解的不同, 也会导致新的问题. 本文列出

一些问题供读者参考: 

如何对自然过渡进行形式化的刻画? 

什么是大变形插值? 是否有明确的界定方式?  

拓扑插值：一方面, 2 个具有相同拓扑的形状

离散成网格形式时 , 可能会有不同的连接关

系, 如何建立 2个连接关系的“自然”过渡, 并

且其中间帧在形状上仍然能保持同构网格形

状插值的效果[60]? 

流形上的形状插值：在二维流形表面如何直接

建立 2个形状之间的插值方法? 

结构插值：如何在形状插值的过程中保持细节

的结构? 

 

表 1  各种代表性插值方法性质一览 

文献 插值量 内蕴 对象 对称性 有界变形 支持非流形

[4] I 与 TF F  Yes 二维平面网格 √ √ √ 

[25] R 的旋转角, S  No 二维平面网格 √   

[10, 49] 边长, 夹角 Yes 二维多边形 √   

[11] 边长, 二面角 Yes 三维多面体 √   

[18] 边长,夹角 Yes 二维多边形 √   

[19] 边长,二面角 Yes 三维多面体 √   

[24] 顶点位置 No 二维多边形 √   

[16] 边长, 二面角 Yes 三维面网格 √   

[45] 变形梯度 No 二维网格 √   
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续表 

文献 插值量 内蕴 对象 对称性 有界变形 支持非流形

[3] 顶点位置 No 三维面网格 √ √ √ 

[9] 边长, 二面角, 体积 Yes 三维面网格 √   

[21-22] 局部坐标, 投影边夹角 Yes 三维面网格 √   

[39] 三角形连接映射 Yes 三维面网格 √   

[44] 边向量旋转矩阵 No 二维网格 √  √ 

[40] 边向量连接映射 No 三维网格 √  √ 

[33] 曲面梯度场 No 三维网格    

[38]  变换矩阵对数 No 三角网格 √   

[13] 边长, 折线段夹角/ 网格局部球面坐标 Yes 四边形网格, 三角网格, 折线段 √   

[36] 变形梯度 No 二维平面网格 √   

[26] 变形梯度, 边长, 夹角 Mixed 二维多边形 √   

[32] 变形梯度 No 二维多网格 √   

[58] 复数表示的边界描述子 No 二维多边形 √   

[15] 折线段的边长和夹角 Yes 二维平面图像 √ √  

[31] 固定转轴, 插值旋转角 No 三维面网格 √   

[14] 边长和角度 Yes 二维平面图像 √   

[34] 变形梯度 No 三维面网格 √   

[47] 顶点位置 No 三维面网格    

[30] 顶点位置、相邻三角形的相对旋转矩阵 No 三维网格 √   

[27] 顶点位置、边长、二面角 Mixed 三维面网格 √   

[54] 变形矩阵经变换后的模态坐标 No 体网格 √   

[53] 时空位移场 No 非网格 √   

[55] 格林应变张量 No 体网格 √   

[17] 边长, 局部标架 Yes 三维面网格 √   

[20] 微分坐标 No 三维面网格 √   

[51] 薄膜张量, 弯曲张量 Yes 非网格 √   

[19] 骨骼边长, 骨骼夹角 Yes 三维多面体 √   

[36-37] 边长, 旋转角(带一致性检测) No 二维多边形 √   

[23] 重心坐标 Yes 二维平面网格 √   

[46] R 的旋转角, S  No 三维面网格 √   
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