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摘  要: 渐开线圆柱齿轮的齿面接触力学性能是保障齿轮传动稳定性和可靠性的关键 , 针对传统有限元方法设计仿

真割裂带来的接触计算流程复杂和精度较低等问题 , 提出一种基于 NURBS 表达的渐开线圆柱齿轮参数化建模及单

齿啮合等几何接触仿真方法. 首先根据齿轮几何设计参数采用最小二乘法拟合方法重构齿轮轮廓曲线 , 再分片构造

齿轮平面模型, 对平面模型进行偏置创建面向等几何分析的 NURBS 实体参数化模型; 然后基于点面法详细推导二维

齿轮平面模型和三维齿轮实体模型的无摩擦等几何接触计算相关公式; 最后通过数值仿真算例, 将等几何计算结果

与商业软件计算结果进行对比 , 验证了所提方法在齿轮接触计算中的有效性 . 结果表明, 该方法在齿轮接触数值计

算方面展现出了更优的收敛效果 , 为齿轮的接触分析和设计仿真一体化提供了一种有效的解决方案 .  
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Abstract: The mechanical contact properties of tooth surfaces in cylindrical involute gears are critical for 

ensuring the stability and reliability of gear transmission systems. To address the challenges of complex 

contact calculations and the limited accuracy caused by the separation of design and simulation in traditional  

finite element methods, this paper proposes a parametric modeling approach using NURBS( non-uniform ra-

tional B-splines)and an isogeometric contact simulation method for gear meshing behavior. First, the gear 

profile curve is reconstructed based on geometric design parameters using the least squares fitting method. A 

multi-patch gear plane model derived from the reconstructed curve is then offset to create a NURBS-based 

solid parametric model for isogeometric analysis. Detailed formulations for frictionless isogeometric contact 

calculations of both two-dimensional gear plane models and three-dimensional solid models are developed 

using the node-to-surface method. Finally, numerical simulations validate the proposed approach by com-

paring isogeometric results with those obtained from commercial software. The findings highlight the 

method’s superior convergence in gear contact calculations, offering a robust solution for accurate gear con-
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tact analysis and the seamless unification of design and simulation. 

Key words: cylindrical involute gear; contact calculation; isogeometric analysis; parametric modeling 

渐开线圆柱齿轮是现代设备中应用广泛的机

械传动零件 [1], 通过齿面相互接触实现机械传动 , 

其齿面的力学性能直接影响齿轮传动的稳定性和

可靠性, 并对齿轮的使用寿命产生决定性影响 [2-3]. 

当前, 有限元分析(finite element analysis, FEA)作

为一种有效的数值分析方法 , 被广泛应用于齿轮

传动过程齿面接触的分析计算 [4-5]. 然而 , 基于有

限元方法的接触计算精度对网格质量的依赖性较

高[6]. 在网格剖分过程中, 通过几何设计得到的光

滑传动齿面被近似地离散为若干低阶连续的分析

单元用于数值仿真. 过大的网格划分, 在引入几何

逼近误差的同时导致计算精度的降低 ; 而过小的

网格划分 , 将会导致计算量的指数级增加 . 因此 , 

探索更高精度、更高效率的齿轮接触计算方法具有

实际应用价值.  

Hughes 等 [7] 提 出 等 几 何 分 析 (isogeometric 

analysis, IGA)方法 , 为解决齿轮接触问题提供了

新思路. IGA 方法将 CAD 模型高阶连续的 NURBS

基函数视作形函数, 以 NURBS 曲线段、曲面片或

曲体块作为网格单元, 将 NURBS 控制顶点作为结

点, 避免了 FEA 方法中的网格剖分过程[8]. 因此, 

此类方法不仅能实现几何模型和分析模型的表达

一致性 , 同时天然地满足接触边界对高阶连续性

的要求 , 有利于接触力的精确传递和接触计算的

快速收敛, 与 FEA 方法相比, IGA 方法在计算精度

和收敛速度等方面具有独特的优势. Lu[9], Temizer

等[10]和 de Lorenzis 等[11]最早基于 NURBS 几何模

型研究一般接触问题的 IGA, 数值结果表明 , 与

FEA 相比, IGA 具有更高的精度, 能够缓解接触力

的非物理振荡. 近年来, Pi 等[12-13]基于 IGA 方法对

具有多个旋转间隙接头的平面机构进行动力学研

究, 通过与常规方法进行对比, 验证了该方法的正

确性和高效性; Bidkhori 等[14]提出一种新的自适应

等几何接触分析方法 , 通过多个算例验证了该方

法的有效性和收敛性; Wang 等[15]提出一种基于可

分析 T 样条的自适应局部网格细化方法 , 可以提

高柔性多体系统接触分析的计算效率 , 并验证了

该方法的可行性; Khanyile 等[16]基于几何接触算法

计算声学响应 , 模拟板受冲击时发出的噪声并预

测板的振动和辐射效果; Zhao 等[17]和 Zhang 等[18]

基于 IGA 研究二维平面结构和三维薄壳结构的接

触约束施加方法, 以及大变形摩擦接触计算, 进一

步验证了 IGA 在摩擦接触计算中的可靠性; 针对

齿轮等几何计算 , 陈龙等 [19-20]研究单齿啮合的等

几何接触计算 , 将计算结果与理论值和商业软件

计算结果进行对比, 验证了 IGA 在接触分析方面

的优势, 为齿轮的接触分析提供一种有效方法; 薛

雨彤等[21]提出基于 IGA 的齿轮弯曲强度分析算法, 

将该方法的计算结果与理论值和 FEA 结果对比, 

验证了 IGA 在分析齿轮齿根弯曲应力时具有较高

的精度和效率 , 为求解齿根弯曲强度问题提供一

种有效方法.  

三变量参数化实体建模是 IGA 走向实际应用

过程中面临的挑战性难题之一. 现有商用 CAD 软

件设计的三维几何模型多采用边界表示(boundary 

representation, B-Rep)方法表达 , 仅对实体表面建

模而缺乏内部参数定义 , 需要赋予内部实体物理

信 息 才 能 完 成 物 性 计 算 和 仿 真 分 析 . 之 后 , 由

B-Rep 模型构造面向 IGA 的精确参数实体模型成

为 IGA 研究的热点方向之一. Aigner 等[22]提出一种

通过扫掠封闭曲线生成扫掠实体的 NURBS 参数化

方法 , 并对生成的 NURBS 模型进行等距分析 ; 

Zhang 等 [23]提出一种为患者特定的血管几何模型

构建 NURBS 实体的方法, 并用于 IGA; Martin 等[24]

开发了一套由零亏格拓扑三角形网格构建三变量

B 样条模型的框架; Escobar 等[25]提出一种基于曲面

三角剖分优化的实体 T 样条建模算法; Zhang 等[26]

提出一种利用边界曲面三角剖分构造复杂零亏格

几何有理 T 样条实体的新方法, 并通过实例验证

了该方法的鲁棒性; Xu 等[27-28]研究面向 IGA 的以

B 样条曲面为边界的多块计算域的体参数化问题, 

通过多个算例验证了所提方法的有效性; Pan 等[29]

提出一种基于低秩张量近似技术的体积域低秩样

条参数化方法, 大量实验结果表明, 该方法不仅产

生低秩的参数化 , 而且达到了令人满意的参数化

质量; Ji 等[30]提出一种基于惩罚函数思想和雅可比

正则化技术的体参数化方法 , 通过数值实例验证

了该方法的有效性和鲁棒性; Zhan 等[31]提出一种

基于深度神经网络的参数化连接平面计算域的边

界和内部的方法, 实验结果表明, 该方法具有更低

的失真和更高的双射率比; Qin 等[32]提出了一种称

为广义贝塞尔体的多面体建模新方法 , 并给出了

最新
录用



第*期 刘梦婵, 等: 渐开线圆柱齿轮的参数化建模与接触等几何分析 3 

 

     

      

多个实例.  

分析上述文献可以发现, IGA 在接触计算中已

经吸引了大量研究者的关注, 面向 IGA 的参数化

样条实体建模技术也得到了众多学者的深入研究. 

本文从 CAD/CAE 一体化的视角, 探索等几何框架

下的渐开线圆柱齿轮参数化实体建模和接触计算

方法. 首先给定几何设计参数, 驱动渐开线圆柱齿

轮在给定误差条件下的自动参数化实体建模 ; 其

次研究基于点面法和接触搜索策略的线弹性齿面

接触等几何计算 ; 最后探索齿轮几何设计参数对

齿轮接触计算的影响 . 以期为渐开线圆柱齿轮的

接触设计和强度校核提供新的可选方案 , 为齿轮

设计分析的一体化和智能化奠定基础.  

1  渐开线圆柱齿轮轮廓方程 

渐开线圆柱齿轮的基本参数包括齿数 z , 模

数 m , 分度圆压力角  , 齿顶高系数 a 1h = , 顶隙

系数 0.25c = , 齿宽 B 等. 如图 1 所示, 齿轮轮廓

曲线由 4 段简单曲线组成: 齿顶圆圆弧 AB , 渐开

线 BC , 齿根过渡曲线 CD 和齿根圆圆弧 DE [33]. 下

面依次建立这 4 段曲线的参数方程.  

x

y

z

O

A B

C

D E

 
图 1  渐开线圆柱齿轮的轮廓曲线 

如图 2 所示, AB 曲线是一段齿顶圆圆弧, 其

参数方程为 

a

a

sin

cos

x r

y r





=


=
. 

其中,  表示变参数, 取值范围为 

a0
2


≤ ≤ ; 

ar 表示齿顶圆半径, 公式为 

( )a a

1
2

2
r m z h= + ; 

a 表示齿顶圆齿厚对应的中心角, 公式为 

a a2 inv inv
2z

  
 

= + − 
 

; 

a 表示齿顶圆压力角, 公式为 

b
a

a

arccos
r

r


 
=  

 
. 

A B

a

ar

y

O x
 

图 2  齿顶圆圆弧 AB  

如图 3 所示, BC 曲线段为渐开线, K 为曲线

上任意一点 , 该点的向径 Kr 与 y 轴的夹角为 K , 

易知渐开线的参数方程为 

sin

cos

K K

K K

x r

y r





=


=
. 

其中, 

b

cos
K

K

r
r


= ; 

inv invK K K      = + − = + − . 

 表示分度圆齿弧对应的中心角的一半, 公式为 

2z



= ; 

br 表示基圆半径, 公式为 

b cosr r = ; 

r 表示分度圆半径, 公式为 

1

2
r mz= ; 

K 表示变参数, 其取值范围为 

C K B  ≤ ≤ ; 

C , B 可由 

inv inv arctan

inv inv arctan

C
C

C

B
B

B

x

y

x

y

  

  

  
= + −  

  


 
= + −  

 

 

求出.  
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K
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xO  
图 3  渐开线 BC  

如图 4 所示, 齿根过渡曲线的参数方程为 

( )

( )

sin cos
sin

cos sin
sin

a
x r

a
y r

   


   


  
= − + −  

  


  = − + − 
 

. 

其中, 

1

tan

a
b

r




 
= + 

 
. 

如图 5 所示, a 表示刀具顶部圆角的圆心 C 距中

线的距离, 公式为 

aa h m c m  = + − ; 

b 表示刀具顶部圆角圆心距刀具齿槽中心线的距

离, 公式为 

a tan cos
4

m
b h m   

= + + ; 

 表示刀具顶部圆角半径, 公式为 

1 sin

c m






=
−

. 

 表示变参数, 其取值范围为 

2
 


≤ ≤ . 

当  = 时 , 对应的是 C 点 ; 当 π 2 = 时 , 对应

的是 D 点. 

O x





 −

a

b

y

r

PC

D

齿轮加工节圆(分度圆)

法线

r

刀具加工节线(中线)

 
图 4  齿根过渡曲线 CD  

a
C


c m

b

中线

ah m

 
图 5  齿条型刀具齿廓示意图 

DE 曲线是一段齿顶圆圆弧, 其参数方程为 

f

f

sin

cos

x r

y r





=


=
. 

其中,  的取值范围为 

arctan D

D

x

y z


  
 
 

≤ ≤ ; 

fr 表示齿根圆半径, 公式为 

( )f a

1
2 2

2
r m z h c = − − . 

2  基于 NURBS 的渐开线圆柱齿轮参数化

建模 

2.1  NURBS 曲线曲面和实体表达 

首节先介绍 B 样条基函数的递推公式和 B 样

条曲线, 然后介绍 NURBS 曲线曲面和实体的数学

表达.  

B 样条基函数有多种定义方法, 本文只介绍作

为标准算法的 de Boor-Cox 递推公式.  

令 非 递 减 序 列 0 1 1n p
   + +

 =   
 

ξ , 其 中 , 

i 称为节点 , ξ 称为节点矢量 , 半开区间  )1i i  +

称为第 i 个节点区间 , 1n + 表示  方向的控制顶

点总数, p 表示 B 样条曲线的次数. 在 ξ 上, 根据
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de Boor-Cox 递推定义, B 样条基函数构造如下[34-35] 

 

( )

( ) ( )

( )

1
0

1

1

1 1
1 1

1

0 otherwise

  

0
 0
0

i i
i

i
i p i p

i p i

i p

i p
i p i

N

N N

N

  


 
 

 

 


 

+


  −
+

+ +

+  −
+ + +

  
= 

 
 −

= +
−


−

 −



=


≤ ≤

 

其中, ( )i pN  表示第 i 个 p 次基函数. 可知, B 样

条 基 函数 具有 局部 支撑性 , 即 ( )i pN  仅 在 区 间

1i i p  + +
   上有大于 0 的值, 在此区间外均为 0; 且

B 样条基函数在节点区间内部是无限次可微的, 即

参数连续性为 C , 在节点处是 p r− 次可微, 即参

数连续性为 p rC − , 其中, r 为节点重复度.  

B 样条曲线由 B 样条基函数和控制顶点线性

组 合 确 定 , 在 上 述 基 础 上 , 设 有 一 组 控 制 顶 点

 0 1 nQ Q Q


=   Q , 则 p 次 B 样条曲线的表达式为 

( )
0

( )

n

i i p

i

N


 

=

= p Q . 

NURBS 引入权因子  , 每个控制顶点 iQ 均有

相应的 ( )0 1i i n =    , 则一条 p 次 NURBS 曲线

可表达为 

 ( )
( )

( )
0

0

n
i i i p

n
i

r r p

r

N

N





 


 



=



=

= 


Q
C  (1) 

令 

( )
( )

( )
0

i p i

i p n

r p r

r

N
R

N


 


 







=

=



, 

( )i pR  称为 p 次 NURBS 有理基函数, 其具有与 B

样条基函数相似的性质. 

故式(1)可改写成 

( ) ( )
0

n

i i p

i

R


 

=

= C Q . 

类似地, NURBS 曲面及其有理基函数可表达为 

( ) ( )
0 0

n n

i j i p j q

i j

R
 

      

= =

 = S Q , 

( )
( ) ( )

( ) ( )
0 0

,
i j i p j q

i p j q n n

r s r p s q

r s

N N
R

N N
 

  
 

  

  

  

  

= =

=



. 

同理, NURBS 实体及其有理基函数可表达为 

( ) ( )
0 0 0

n n n

i j h i p j q h k

i j h

R
  

           

= = =

  =   V Q , 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0 0

  

i p j q h k

i j h i p j q h k

n n n

r s t r p s q t k

r s t

R

N N N

N N N
  

  

   

   

    

    

    

= = =

  =



. 

 

2.2  基于 NURBS 的齿轮轮廓线重构 

对 于 齿 顶 圆 圆 弧 和 齿 根 圆 圆 弧 , 可 采 用

NURBS 曲线精确表达, 而渐开线和齿根过渡曲线

需要进行 NURBS 曲线拟合. 本文采用最小二乘法

进行曲线拟合, 设拟合曲线为 p 次 NURBS 曲线 

( ) ( )  
0

 0 1  0 1
n

i i p

i

R i n  

=

=     =   C Q . 

首先给定 1M + 个有序数据点 ( )0 1i i M=   q , 采

用弦长参数化求出每个点处的参数值 i , 公式为 

0

1
1

0

1 1

1

i i
i i

M

i M
d



 



−
−

 =


−
= +  =   −


 =


q q
. 

其中 , d 表示总弦长 , 1

1

M

i i

i

d −

=

= − q q . 拟合曲线

满足端点约束, 即 ( )0 0=q C , ( )1M =q C , 其余数

据点 ( )1 2 1i i M=    −q 在最小二乘意义上被逼近 , 

即目标函数 

 ( )
1 2

1

M

i i
i

f 
−

=

 = −
  q C  (2) 

是关于 1n − 个控制顶点 ( )1 2 1jQ j n=    − 的最小

值 . 通 过 节 点 配 置 技 术 [36] 确 定 节 点 矢 量

0 1 1n p   + +
 =    ξ , 公式为 

( )

0 1

1

1 2 1

0

1 1 2

1

p

p j i i

n n n p

j n p

  

   

  

+ −

+ + + +

= = = =


= − +  =    −


= = = =

. 

其 中 , 

( )

( ) ( )

int

1 1

i jc

c M n p

jc i

=


= + − +
 = −

. 根 据 ξ 和 给 出 的

( )0 1i i n =    , 可知 ( )i pR  , 将 iq , i 和 ( )i pR 
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代入式(2)中, 求出目标函数 f 最小值时对应的控

制顶点 ( )0 1i i n=   Q . 由目标函数最小化生成的

控制顶点与节点矢量构造一条拟合曲线 , 并定义

最大相对拟合误差 fE 为 

( )

( )f
0 10

max min max min

max min
max

i

i M
E

x x y y

 −
=  

 −  − 

q C

≤ ≤≤≤
. 

如果 fE 在规定的曲线误差限内 , 即为所求解 ; 否

则, 控制顶点数增加 1, 重新拟合, 直至生成的拟

合曲线在规定的曲线误差限内.  

本文选用 3 次 NURBS 曲线对渐开线和齿根过

渡曲线进行拟合 . 以 2m = , 19z = 和 ο20 = 的齿

轮为例, 对于渐开线 BC 和齿根过渡曲线 CD , 分

别选取 51 个数据点 ( )0 1 50i i =   q , 控制顶点个

数从 4 个逐渐增加到 15 个, 绘制的收敛曲线图如

图 6 所示.  

4 6 8 10 12 14 16
0

1

2

3

4

5

6

1
0

3
×

最
大

相
对

误
差

控制顶点个数

 齿根过渡曲线CD段
 渐开线BC段

 
图 6  拟合曲线收敛曲线 

从图 6 可以看出, 拟合误差收敛速度较快且收

敛曲线较为光滑 , 给定误差限 0.001 = , 当控制

顶点个数大于等于 5 时, 拟合的两段曲线的最大相

对误差均小于  , 达到拟合精度要求. 因此, 本文

选取 5 个控制顶点对渐开线和齿根过渡曲线进行

拟合, 结果如图 7 所示.  

 
图 7  渐开线和齿根过渡曲线拟合曲线 

 

2.3  渐开线圆柱齿轮平面与实体建模 

(1) 由渐开线圆柱齿轮的特点和单齿轮廓曲

线的对称性 , 首先构建单齿右半部分平面齿廓曲

线 , 其中 , 齿顶 圆 圆弧 和齿 根 圆 圆弧 采 用 2 次

NURBS 曲线精确表达, 渐开线和齿根过渡曲线采

用 3 次 NURBS 曲线拟合, 建模结果如图 8a 所示.  

x

y

O  

 

 

 

  
 

a. 4 段齿廓曲线 b. 单齿平面 

  

c. 单齿实体 d. 齿轮实体 

图 8  渐开线圆柱齿轮实体建模过程 

(2) 采用 NURBS 曲面建模技术建立单齿平面. 

根据边界曲线和单齿几何特点将单齿区域分成 5

片, 其中, ③, ④和⑤片上下边界均为圆弧段 , 左

右边界均为直线段, 其控制顶点易求, 本文不进行

详细介绍 . ①和②片右边界曲线分别为拟合的渐

开线曲线和拟合的齿根过渡曲线 , 左边界曲线与

右边界曲线关于 y 轴对称 , 上下边界曲线均为圆

弧段. 下面以①片为例, 详细介绍该面片控制顶点

的求解过程. 根据对称性, 易求出左边界曲线的控

制顶点坐标 , 只需给出中间列控制顶点坐标和权

因子, 即可实现 NURBS 曲面建模. 设中间列(用下

标 2 表示)第 j 个控制顶点坐标为 ( )2 2j jx y  , 权因

子为 ( )2 0 1j j n  =    , 易知 2 0jx  = , 令 

( )
( )

( )
1 1 0

2 2 2 0

1 1 0

2

2
2 2
1 1

j

j n

n

j

j

j j

y y
y y y

y y

y

x y







 

  

 





 

 −
 = − 
 −



=
+

. 

其中, ( )1 1j jx y  表示第 1 列, 即右边界曲线控制顶

点所在列第 j 个控制顶点坐标. 对 5 张面片分别进

行 NURBS 曲面建模, 结果如图 8b 所示.  

(3) 采用 NURBS 技术建立单齿实体模型. 三

维单齿实体模型可以看作由二维曲面模型在 z 方

向偏置得到 , 因此可将建立曲面模型的控制顶点

坐标沿 z 轴平移一个齿宽 B , 则平移后和平移前

的控制顶点就组成实体建模所需的控制顶点 , 再
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给出该方向的节点矢量, 即可采用 NURBS 技术实

现单齿实体建模, 结果如图 8c 所示.  

(4) 将单齿实体模型绕齿轮圆心进行旋转, 即

可得到渐开线圆柱齿轮实体模型, 结果如图 8d 所示.  

3  无摩擦接触 IGA 

图 9 所示为 2 个二维弹性变形体接触示意图, 

其中, 上标 s 和 m 分别标记从接触体和主接触体, 

t 表示接触体在 t 时刻的当前构型 , 相应的边界

表示为 t t =  . 类似地 , 0 表示接触体在 0t =

时刻的参考构型, 此时未发生接触变形, 相应的边

界用 0 表示; 由于后续计算是在初始构型上进行

积分计算, 为了书写方便, 将下标 0 省略. u 和

p 分别表示一般边界值问题中的位移边界和外力

边界. 在接触问题中, 还包含发生接触作用的接触

边界, 
Ct

 即表示主从接触体在 t 时刻的接触界面, 

并有
C C C

s m
t t t  = = , 

C

s m
t t t  = ∩ , 将其映射到

参考构型上并记为 C .  

s
t

m
t

s

Pt


s

ut


C

s
t

C

m
tm

ut


m

Pt


局部放大图

当前构型

( )s s tx X

m
x

m
n

m
a

s
0

m
0

s
C

s
u

s
P

m
C

m
u

m
P

s
X

m
X

参考构型

( )s s tu X

( )m m tu X

 
图 9  二维接触示意图 

假设 X 表示变形体在参考构型上某一点的坐

标, x 表示该点在当前构型上的坐标 , u 表示该点

在时间 t 内发生的位移, 则可以建立如下关系式 

( ) ( )t t = + x X X u X . 

定义接触点之间的法向距离为法向接触间隙 , 用

Ng 表示, 则有 

 ( ) ( )s m m m m
Ng = −   =x x n n n x  (3) 

其 中 , 
s

x 表 示 从 接 触 体 上 的 点 , 并 有
C

s s
tx ; 

m
x 表示 s

x 在主接触体上的最近投影点; 
m

n 表示

投影点 m
x 处的单位外法矢, 该点处的切矢可表示

为 m
a , 并有 m m

=a x . 在后续推导中 , 若  只取

值 1, 表 示 接 触 界 面 为 一 维 线 接 触 , 并 有
m
1  =  x x ; 若  取值 1 和 2, 表示接触界面为二

维 面 接 触 , 并 有 m
1  =  x x , m

2  =  x x , 

( )m m 2
12 21   = =   x x x .  

当发生接触相互作用时 , 投影点处会产生接

触力 ct , 该接触力可分解为法线方向上的法向接

触力 Nt 和切线方向上的切向接触力 Tt , 即 

N T

m m m m m s m
c c ct t= +  = −t n a t t . 

本文考虑无摩擦接触问题, 即 T 0t = .  

当接触作用发生时 , 需要满足法向接触约束

条件, 包含运动学条件和动力学条件 2 方面. 其中, 

运动学条件指 2 个接触体不能发生相互穿透, 即发

生接触作用处的法向接触间隙不可以小于 0; 动力

学条件指发生接触时的法向接触力只能为压力 . 

因此 , 法向接触约束条件可用如下的数学表达式

描述为 

 N N0 0g t≥ ≤  (4) 

对 式 (4)进行 讨论 后发 现 , 需 要排 除 N 0g  , 

N 0t  的情况, 即法向接触间隙大于 0 时, 虽然未

发生接触相互作用, 但是产生了法向接触压力, 与

事实不符. 

因此, 法向接触约束条件的完整表达为 

N N N N0 0 0g t g t  =≥ ≤ . 

针对无摩擦接触问题 , 将法向接触约束条件

引入一般边界值问题 , 得到应满足的微分方程和

边界条件, 可表示为 

,

N N N N

s m

0 0 0

l l l
ij j i

ll l
ii u

l l l l
ij j i P

b

u u l

n P

g t g t

 



 

 =    

 =         = 

 =  


  =

X

X

X

≥ ≤

. 

其中 , ij j  表示物理量 ij 对 j 方向求偏导数 ; ib

表示体积力 ; iu 和 iP 分别表示在边界 u 和 P 上

给定的初始位移边界条件和外力边界条件 ; jn 表

示边界一点上外法线的方向余弦.  

本文使用罚函数法在整体平衡方程中施加法

向不等式接触约束条件 . 罚函数法的本质是通过

引入罚因子 , 用罚因子与接触界面侵入量的乘积

表示接触力, 侵入量越大, 接触力越大, 接触体的

侵入越困难. 该方法具有不会增加额外的自由度 , 

且能使得平衡方程刚度矩阵保持正定 , 便于计算

和程序存储的优点 , 但对接触界面间的不可穿透

条件只能实现近似满足 , 且罚因子的取值会影响

接触力的计算精度. 从理论上说, 罚因子趋于无穷

大时, 可以精确地满足法向接触约束条件, 但会造
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成刚度矩阵病态, 在实际计算中, 通常根据经验选

取合适的罚因子.  

采用罚函数法施加接触约束条件后 , 接触系

统的总势能可表达为 

 ( ) ( ) ( ) ( )con int ext c   = + +u u u u  (5) 

其中, ( )int u 表示接触系统的弹性势能; ( )ext u

表示外力做的功; ( )c u 表示惩罚势能项, 公式为 

( ) ( )s

C

2

c N

1
d

2t

g


  = u . 

 表示罚因子 . 根据最小势能原理 , 对式(4)求变

分, 可得 

( )

( ) ( ) ( )

con

int ext c  0 .



  

  =

  +   +   =  

u u

u u u u u u
 

其中, 

( ) s

C

c N N  d
t

g g


     = u u . 

发生接触时 , 将  与 Ng 的乘积作为法向接触力 , 

即 N Nt g= . 对 ( )c u u 进行线性化表达, 可得 

 

( )

( )s

C

c

N N N N   d
t

L

g g g g




 

  =  

  + 

u u

 (6) 

式(6)中的变量包含 Ng , Ng 的变分 Ng , Ng 的增

量 Ng 以及 Ng 的增量 Ng .  

对于二维情形, Ng 的计算公式为 

( ) ( )
N

s m m s m
1  

g

 
=

 =

   −  +   + − 
  

x x x n x x n  (7) 

其中, m

 =
x 表示在链式法则中参数  确定时变

量 m
x 的 显式 变分 , 为方 便书写 , 下 文中 简写 为
mx . 根 据 1 =n n , 可 得 0  =n n , 又 因 为

0 =a n , 故式(7)中等号右边的最后 2 项均为 0, 可

简写为 

( )s m
Ng =  −  x x n . 

同理可得, Ng 的表达式为 

( )s m
Ng =  −  x x n . 

根据 ( )s m
Ng = − x x n , 可得 s m

Ng− =x x n , 对其

进行变分计算, 可得 

 s m m
1 N Ng g −  −  =  + x x x n n  (8) 

对式(8)进行线性化操作, 可得 

m m m m
1 1 11 1

N N N N  g g g g

       −  −   −   −  =

 +   +   +   

x x x x

n n n n
 

根 据 0  =n n , 对 其 进 行 线 性 化 操 作 , 可 得

0  +   =n n n n . 对式(8)等号两边同时乘以 n , 

并进行整理, 可得到 Ng 的表达式为 

 ( )

m m
N 1 1

m
11 N  

g

g

 

 

 



 = −   −    −

   +   

x n x n

x n n n  (9) 

根据 0 =a n , 对其进行变分计算可得 

 ( )m m m
1 1 11    = −  +  x n x x n  (10) 

同理可得 

( )m m m
1 1 11    = −  +  x n x x n . 

因此, 式(9)中最后一项 Ng  n n 的计算表达式为 

 

( ) ( )

N

m m m mN
1 11 1 11m m

1 1

  

g

g
    

 

   =

     +    +  
   

n n

x x n x x n
x x

(11) 

对式(8)两边同时乘以 m
,1x , 并代入式(10), 整理后

可得到  的计算表达式为 

 ( )

m m m
1 1 N 11

s m m m
1 N 1

1

  

g

g


  

 

 = 
 − 

   −   +  
 

x x x n

x x x x n  (12) 

同理可得,  的计算表达式为 

 ( )

m m m
1 1 N 11

s m m m
1 N 1

1

  

g

g


  

 

 = 
 − 

  −   +  
 

x x x n

x x x x n  (13) 

将式(11)~式(13)代入式(9), 即可计算出 Ng . 

对于三维情形, 需要对 2 个参数方向进行导数

计算, 为了便于书写, 采用爱因斯 坦标记法简化

公式表达. 令  1 2    , 1 和 2 分别表示 2 个

参 数 方 向 . 对 公 式 s m
Ng− =x x n 进 行 变 分 计 算 , 

可得 

 
s m m

N Ng g
  −  −  =  + x x x n n  (14) 

Ng 的表达式为 

 

m m
N

m
N   

g

g

 
 

 


 

 

 



 = −   −    −

   +  

x n x n

x n n n  (15) 

先对 m
, 0  =x n 进行变分计算, 可得 

 ( )m m m 
      = −  +  x n x x n  (16) 

将式(16)中的  替换成  , 可得式(15)中最后一项

Ng  n n 的计算表达式为 

( ) ( )

N

m m m mN
1 1 1 1m m

1 1

g

g  
     

 

  =

    +    +    
   

n n

x x n x x n
x x
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再对式(14)两边同时乘以 m
x , 并代入式(16), 整理

后, 有 

( )

m m m
N

s m m m
N  

g

g

 
  

 

   

 

  −   =

 −   +    

x x x n

x x x x n
 

进而可求出 1 和 2 , 
1 和 2 的求解过程与

1 和 2 的求解过程相同 . 最后 , 将 Ng  n n , 

1 , 
2 , 

1 和 2 代 入式 (15), 即可 计算 出

Ng .  

下面通过接触搜索 , 确定进行接触计算的具

体接触位置 . 接触搜索一般分为全局搜索和局部

搜索 2 步, 先通过全局搜索判断出可能会发生接触

的部分, 再通过局部搜索判断出具体的接触位置 , 

其中, 局部搜索是难点. 本文采用最近投影点法判

断具体接触位置.  

对于二维接触问题, 设 NURBS 边界
C

m
t 为曲

线 ( )C , m
x 对 应 的 参 数 值 为  , 则 有

( ) ( )( )s 0   − =C C x , 构造函数 ( )f  , 即 

( ) ( ) ( )( )sf   =  −C C x . 

采用牛顿迭代法求解方程 ( ) 0f  = , 相应的

迭代方程为 

( )

( )
1

i
i i

i

f

f


 


+ = −


. 

其中, 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

s
i i i

s
i i i i i

f

f

  

    

 =  −



   =  − + 


C C x

C C x C C
. 

通过牛顿迭代计算出  , 即确定了点 s
x 在曲线边

界
C

m
t 上的最近投影点 m

x .  

对于三维接触问题, 设 NURBS 边界
C

m
t 为曲

面 ( ), S , 
m

x 对应的参数值为  和 , 则有 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

s

s

0

0





   

   





    − =


    − =


S S x

S S x

. 

分别构造函数 g 和 h , 即 

( )

( )

s

s

g

h









 =  −



=  −


S S x

S S x
. 

其中, S 和 S 分别表示 S 对  ,  的偏导数. 采

用牛顿迭代法求解方程组 0g = , 0h = , 相应的迭

代方程为 

1

1

i i

i i

g h h g

g h h g

h g g h

g h h g

 

   

 

   

 

 

 

+
   

 

+
   

 − 
= −

 − 


 −  = −
  − 

. 

其中, ,g  和 ,g  分别表示函数 g 对  ,  的偏导数; 

,h 和 ,h 分别表示函数 h 对  ,  的偏导数, 并有 

( )

( )

( )

( )

s

s

s

s

g

g

h

h

   

   

   

   

   

   

   

   

 =  − + 



=  − + 



=  − + 

 =  − + 


S S x S S

S S x S S

S S x S S

S S x S S

. 

通过牛顿迭代计算出  和  , 即确定了点 s
x 在曲

面边界
C

m
t 上的最近投影点 m

x .  

下面以二维接触问题为例 , 阐述在实际计算

过程中实现接触搜索的过程 . 首先选取高斯积分

点作为
C

s
t 上的 s

x ; 然后将
C

m
t 的参数区间  0,1 等

分成 n 等份, 得到 1n + 个参数值 ( )1 2 1i i n =    +

以及对应的 ( )m
ix , 计算 s

x 与 ( )m
ix 之间的距

离, 将最短距离对应的 m
x 的参数值作为牛顿迭代

的初始值, 再采用牛顿迭代法进行迭代计算, 当满

足收敛性条件时可确定 m
x ; 最后根据式 (3)计算

Ng , 并判断是否发生接触 . 在算法实现上 , 本文

涉及的齿轮建模、接触计算和可视化借助了开源工

具 nliga[37-38]的部分功能. 上述接触搜索的流程如

图 10 所示.  
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满足收敛性条
件吗？

1i i= +

( )
( )

f

f


 


= −



将接触贡献引入到
接触刚度矩阵中

开始

   最后一
  个   吗？s

x
停止循环

初始化 101, 1 10i D= = 

确定距离    最近的点s
x ( )m

ix

 循环计算点     和点       

           之间的距离  

s
x

( )m
ix

 ?L D

D L=

以          为初始值
进行牛顿迭代

i =

 计算          和( )f  ( )f 

N 0?g 

L

   计算 Ng

Y

N

N

Y

N

Y

N

Y

 

图 10  二维接触搜索流程 

4  数值算例 

4.1  静力学收敛性验证 

(1) 二维单齿线弹性变形. 齿轮的基本参数为

齿数 1 19z = , 2m = , ο20 = , 单齿顶部受到向下

均匀分布的载荷 0P , 底部完全固定 . 弹性材料和

边 界 条 件 参 数 为 207 GPaE = , 0.25 = , 

2
0 [0,0, 10] N mm= −P . 基于 IGA 和商业有限元软

件 Abaqus 仿真后的位移和应力云图分别如图 11

和图 12 所示; IGA 和 FEA 的位移、应力最大值如

表 1 所示. 其中, IGA 与 FEA 的单元总数分别为

549 和 19 525, 结点总数分别为 844 和 39 472. 

 

 

1U
51.0 10−

50.5 10−

0

50.5 10−− 

51.0 10−−   

0

0.5 10−− 

40.1 10−− 

4.5 10−− 

2U

 

41.5 10−

41.0 10−

40.5 10−

0

U , 模长

 
a. 1U  b. 2U  c. U , 模长 

1S

0

2−

4−

6−  

0

2−

4−

6−

−

−

2S

 

12S

0

−



 
d. 1S  e. 2S  f. 12S  

图 11  二维齿轮静力学 IGA 仿真结果 

 

   
a. 1U  b. 2U  c. U , 模长 

最新
录用



第*期 刘梦婵, 等: 渐开线圆柱齿轮的参数化建模与接触等几何分析 11 

 

     

      

   
d. 1S  e. 2S  f. 12S  

图 12  二维齿轮静力学 Abaqus 仿真结果 

表 1  IGA 和 FEA 的位移和应力最值 

位移/

应力 
单位 IGA FEA 

max
1U  mm  1.013 8×10−5 1.132 0×10−5 

min
2U  mm  −1.550 0×10−4 −1.552 7×10−4 

maxU  mm  1.550 0×10−4 1.552 7×10−4 

max
1S  Mpa  0.553 7 0.563 6 

min
2S  Mpa  −11.171 0 −10.551 7 

max
12S  Mpa  3.129 5 2.776 8 

从图 11, 图 12 可以看出, 等几何分析仿真结

果的位移云图与有限元软件 Abaqus 仿真结果的位

移云图基本一致, 验证了等几何分析的有效性.  

通过加密网格 , 绘制最大位移模长随自由度

数的收敛性曲线, 如图 13 所示. 可以看出, 与 FEA

相比, IGA 更快且更光滑达到收敛解.  

0 4 8 12 16

1.48

1.50

1.52

1.54

1.56

1
0

4
×

最
大

位
移

模
长

/m
m

10−2×自由度数

 IGA

 FEA

 
图 13  二维单齿静力学收敛曲线 

(2) 三维齿轮线弹性变形. 将二维单齿进行偏

置 可 得 到 三 维 单 齿 模 型 , B 即 为 偏 置 长 度 , 令

1B = , 其他几何参数、材料参数和边界条件与二维

一致. 基于 IGA 和商业有限元软件 Abaqus 仿真后

的位移和应力云图如表 2 所示, 其中, IGA 与 FEA

的单元总数分别为 2 745 和 155 168, 结点总数分别

为 6 752 和 221 269. 可以看出, 等几何分析仿真结

果的位移云图与有限元软件 Abaqus 仿真结果的位

移云图具有较高的一致性.  

 

表 2  三维齿轮静力学仿真结果 

IGA FEA 

位移云图 应力云图 位移云图 应力云图 

U , 模长

1.5629
1.4326
1.3024
1.1722
1.0419
0.9117
0.7814
0.6512
0.5210
0.3907
0.2605
0.1302
0

410

 

Mises

9.8602
9.0392
8.2182
7.3972
6.5762
5.7552
4.9342
4.1132
3.2922
2.4712
1.6502
0.8292
0.0082

  
 

 

通过加密网格 , 绘制最大位移模长随自由度

数的收敛性曲线, 如图 14 所示. 可以看出, 与 FEA

相比, IGA 更快达到收敛解, 两者的收敛解偏差约

0.2%.  
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图 14  三维单齿静力学收敛曲线 

4.2  齿轮接触 IGA 

(1) 对二维渐开线圆柱齿轮进行接触仿真. 齿

轮的基本参数为主动轮齿数 1 19z = , 从动轮齿数

2 38z = , 2m = , ο20 = . 2 个齿轮均选用常用的

低碳钢材料 20CrMnTi, 其弹性模量 207 GpaE = , 

泊松比 0.25 = . 假设齿轮某时刻的啮合位置如图

15 所示, 将主动轮(齿轮 1)顺时针旋转一个小弧度

π 1 600 rad = 、从动轮(齿轮 2)固定作为边界条

件, 则其可发生接触相互作用并发生弹性变形, 基

于罚函数法的法向接触约束条件施加 71 10 =  .  

基 于 IGA 的 仿 真 结 果 和 基 于 有 限 元 软 件

Abaqus 的仿真结果如表 3 所示, 其中, IGA 与 FEA

的单元总数分别为 816 和 40 652, 结点总数分别

1 328 和 82 160. 可以看出, 对于二维情况, 等几何

接触分析仿真结果的位移模长最大值与有限元软

件 Abaqus 仿真结果的位移模长最大值完全一致 , 

均为 0.032 4 mm, IGA 与 FEA 的最大应力值分别为

2 215.730 2 Mpa 和 2 212.867 9 Mpa, 相对误差为

0.13%, 如表 4 所示. 数值算例结果表明, 等几何

分析仅使用较少的控制顶点实现较高的计算精度, 

体现了等几何分析在接触计算上的优势. 

齿轮2

 
图 15  某时刻单齿啮合位置 

 

表 3  二维渐开线圆柱齿轮单齿啮合仿真结果 

IGA FEA 

位移云图 应力云图 位移云图 应力云图 

0.0324
0.0297
0.0270
0.0243
0.0216
0.0189
0.0162
0.0135
0.0108
0.0081
0.0054
0.0027
0

U , 模长

 

2215.7302

923.2209
738.5767
553.9325
369.2884
184.6442
0

Mises

2031.0860
1846.4418
1661.7976
1477.1534
1292.5093
1107.8651

   

 

表 4  二维单齿啮合 IGA 和 FEA 仿真结果对比 

位移/

应力 
单位 IGA FEA 相对误差/% 

maxU  mm  0.032 4 0.032 4 0 

maxS  Mpa  2 215.730 2 2 212.867 9 0.13 

通过加密网格 , 绘制最大位移模长随自由度

数的收敛性曲线, 如图 16 所示. 可以看出, 与 FEA

相比, IGA 的收敛速度较快且较为光滑.  
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图 16  二维单齿接触最大接触应力收敛曲线 

(2) 对三维渐开线圆柱齿轮实体进行接触仿

真 . 将二维平面模型进行偏置可得到三维实体模

型 , B 即为偏置长度 , 令 1B = , 81 10 =  , 其他

几何参数、材料参数和边界条件与二维一致. 基于

IGA 的仿真结果和基于有限元软件 Abaqus 的仿真

结果如表 5 所示, 其中, IGA 与 FEA 的单元总数分

别为 2 660 和 313 028, 结点总数分别 7 680 和 59 308. 

可以看出, 对于三维情况, 等几何接触分析仿真结

果的位移模长最大值与有限元软件 Abaqus 仿真结

果的位移模长最大值完全一致 , 均为 0.032 4 mm, 

IGA 与 FEA 的最大应力值分别为 2 200.290 2 Mpa

和 1 776.937 0 Mpa, 最大应力存在较大误差, 如表

6 所示. 

表 5  三维渐开线圆柱齿轮单齿啮合仿真结果 

IGA FEA 

位移云图 应力云图 位移云图 应力云图 

0.0324
0.0297
0.0270
0.0243
0.0216
0.0189
0.0162
0.0135
0.0108
0.0081
0.0054
0.0027
0

U , 模长

 

2200.2902

916.7876
733.4301
550.0726
366.7150
183.3575
0

Mises

2016.9327
1835.5752
1650.2177
1466.8601
1283.5026
1100.1451

  
 

 

 

表 6  三维单齿啮合 IGA 和 FEA 仿真结果对比 

位移/

应力 
单位 IGA FEA 相对误差/% 

maxU  mm  0.032 4 0.032 4 0 

maxS  Mpa  2 200.290 2 1 776.937 0 23.82 

与二维模型计算结果相比 , IGA 最大应力从

2 215.730 2 Mpa 降为 2 200.290 2 Mpa, 相对误差为

0.70%; FEA 最 大 应 力 从 2 212.867 9 Mpa 降 为

1 776.937 0 Mpa, 相对误差为 19.70%. 初步考虑是

因为 IGA 与 FEA 在实体单元的应力恢复算法上存

在差异 , 尝试将 Abaqus 软件中的应力平均值从

75%降为 0%, 最大应力为 2 152.306 9 Mpa, 如图 17

所示. 未来, 将对 IGA 和 FEA 在三维接触应力可

视化上的差异进行深入研究.  

 
图 17  未进行应力平均的 FEA 应力云图 

5  结  语 

本文针对有限元在接触问题求解上的局限性

和齿轮设计仿真过程的割裂现象 , 提出一种渐开

线圆柱齿轮的 NURBS 参数化实体建模与等几何接

触数值计算方法 . 首先构建参数驱动的渐开线圆

柱齿轮实体模型 , 为后续分析提供高精度的几何

模型 ; 然后推导了基于点面法和自动接触搜索的

线弹性等几何接触计算公式. 通过数值算例, 验证

了本文方法的正确性 . 本文研究成果有助于提高

齿轮传动接触的计算精度和效率 , 为齿轮设计分
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析的一体化和智能化奠定基础.  

本文工作仅考虑了无摩擦齿轮接触计算 , 而

在齿轮实际接触过程中, 往往伴随着摩擦现象; 此

外, 由于齿轮在加工过程中存在加工精度问题, 高

精度的齿轮接触计算还需要考虑到制造误差的影

响. 未来的工作将聚焦在 3 个方面: (1) 研究齿轮

传动的有摩擦接触等几何计算; (2) 探索考虑制造

误差影响的高精度齿轮摩擦接触 IGA; (3) 将接触

等几何计算应用于冲压成形等大变形弹塑性工程

问题中. 
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