
第 35 卷 第*期 计算机辅助设计与图形学学报 Vol.35 No.*
2023 年*月 Journal of Computer-Aided Design & Computer Graphics ***. 2023
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摘  要: 随着柔性制造和精密器械的高速发展, 基于三维网格模型的拉胀连杆等可展结构逼近技术已成为研究热点 . 可

拉伸的负泊松比可展结构, 可通过弯曲拉伸等几何变换改变外形 , 实现二维平面结构与三维空间结构之间的转换 , . 针对

目前可展结构设计不适用三维封闭模型、不能实现模型边界形状匹配等不足 , 提出基于分割的三维网格模型可展结构

设计方法. 首先, 对封闭的三维网格模型做分割预处理 ; 其次, 以固定边界映射代替重新网格化 , 作为构造初始连杆结构

的基础, 并基于边界形状匹配约束构造边界 ; 然后, 构造非线性约束优化问题 , 得到可收缩的三维展开连杆结构 , 通过投

影边长等约束优化二维连杆结构, 得到紧凑的二维收缩连杆结构; 边界匹配扭曲失真等实验结果表明, 文中方法能够有

效地实现与盘同胚的、封闭的三维网格模型可展结构设计 , 并在边界形状匹配和二维收缩连杆紧凑性等方面具有显著

优势.
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Abstract:  With the rapid development of flexible manufacturing and precision equipment,  the expansion

linkage and other deployable structure approximation technology based on 3D mesh model has become a re -

search hot spot. The deployable structure with negative Poisson’s ratio can change the shape by geometric

transformations such as  bending and stretching,  and convert  between the 2D planar structure and its  3D

structure. To address the shortcomings, such as not being suitable for 3D closed models and not being able

to achieve model boundary shape matching, this article proposes a 3D mesh model expandable structure de -

sign method based on segmentation. Firstly, the closed 3D mesh model is  segmented as a prepossessing.

Secondly, fixed boundary mapping is used instead of the re-meshing as the basis for constructing the initial

linkage structure, and the boundary is constructed based on boundary shape matching constraints. Then, the

nonlinear constraint optimization problem is constructed, and the shrinkable 3D unfolded linkage structure

is obtained, and the 2D linkage structure is optimized by the constraints such as projected edge length, and a

compact 2D shrinkage linkage structure is obtained. The boundary matching and distortion show that the

proposed algorithm can effectively realize the deployable structure design of closed 3D mesh model with

disc-identical morphism, and has significant advantages in boundary shape matching and 2D shrinkage link -

age compactness.
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随着航天建筑、工业设计以及精密机械等领 域对多稳态铰接[1-2]、多自由度铰剪[3]、可重构天线
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[4]、血管支架 [5]和建筑设计 [6]等可展结构在造型美

观、重构灵活等方面的需求不断增长 [7], 多稳态可

展结构以其能够在特定需求下快速重构的优异性能
[8],成为国内外研究热点[9-10].

现有可展结构设计方法, 仅适用于结构简单、

与盘同胚的三维物体, 且受限于连杆单元和展开布

局规则, 多数可展结构不能很好地逼近开放边界 [11];
同时, 对应的二维收缩连杆结构存在孔隙 , 增加了
运输和存储难度[12-14]. 

针对以上不足, 本文提出基于分割的可展结构

设计方法, 将封闭的三维网格分割 [15]为若干与盘同

胚的曲面片; 基于边界固定映射[16]构造初始连杆结

构, 并添加边界形状约束 [17]逼近边界点; 在分割处

边界构造三维展开连杆; 引入收缩约束和投影边长

约束[18], 通过优化构造紧凑的二维收缩连杆设计. 

1  相关工作 

本文旨在基于切割将三维网格模型转化为二
维平面内的映射, 实现二维平面结构与三维空间可

展结构相互转换. 相关领域主要包括网格分割和可

展结构等 2部分, 近年来相关研究进展如下. 
网格分割依据表面几何特征和拓扑特

征,将三维网格模型分解成一组互不连通的

网格子集 , 即网格曲面片 . Zhang 等 [19]提出

变分网格分解, 可同时实现分割和边界平滑

优化, 但不能保证分割得到的网格曲面片自

身连通性. Mejia 等 [20]提出网格模型的谱分

割, 但需要通过交互避免过度分割 , 否则将
产生大量的碎片网格. Sun 等[21]提出基于测

地曲率的网格分割, 以测地曲率分布衡量分

割片的相似性 . Zhao 等 [22]提出在线快速网

格分割, 可快速地训练和进行网格分割 , 以
满足 Web环境对高效和实时数字几何处理

的要求. 龚思洁等[23]提出基于能量优化的三

维网格模型分割, 以能量函数和区分度确定

分割点, 依据最小能量原则构造分割线 . 本
文采用自适应的层次聚类网格分割 [15], 不依
赖网格模型连通性 , 适用于亏格模型, 同时
可避免过度分割和边界锯齿. 

三维网格模型的可展结构多具有负泊
松比. Chen 等[24]提出二维可展剪刀连杆结构,
 它由一组 X 形剪刀单元组合而成 , 可逼近

简单的平面形状, 但其不适用于三维网格模

型. 剪刀连杆结构仅考虑逼近目标模型的边

界形状, 伸缩比较大, 内部镂空会导致覆盖

面积较小. 针对此不足, 基于刚性不可伸展

的二维流形表面的切口设计构造三维切纹 ,
基于切纹单元的刚性旋转调节拉伸变形 , 切
纹单元本身不变形, 即刚性连杆, 以切纹单
元为连杆连接顶点为铰链点 , 连杆单元绕铰

链点旋转, 以实现三维可展结构设计 . 平面

可展结构多基于三角形、正方形和六边形
单元等平面多边形的周期性平铺 [25]. Kon-
akovi 等[11]提出基于共形映射和全局非线性

优化的可展结构设计方法 , 以局部近似均匀

展开形式逼近三维曲面模型 . 上述方法均基

于重新网格化构造连杆单元 , 无法高精度逼

近三维网格模型边界, 且不适用于封闭的三

维网格模型. 
针对封闭的三维网格模型的可展结构

设计问题,本文首先对封闭的初始三维网格

模型进行分割预处理, 通过共形映射[26]得到

转换为二维平面分割片. 然后基于固定边界

映射方法构造二维展开连杆结构 , 并将其逆

映射回三维模型上, 得到初始三维展开连杆

结构. 添加边界形状匹配约束、收缩性约束、

表面匹配约束和非穿透约束 , 优化三维展开

连杆结构顶点位置. 最后基于投影边长约束

优化初始二维收缩连杆结构的顶点位置 , 得
到紧凑的二维收缩连杆结构.

2  可展结构设计

设离散三角网格模型 , 片

集合为 , 点集合为

, 由对称有向半边组成的边

集合为

2.1 分割预处理
本文基于分割预处理为共性映射提供

与盘同胚的网格面片 .  以 的二部分割

为例 ,  计 算 所 有相邻面片对

之 间 的 测 地 距 离

和角度距离 , 则 和

之间的广义距离[15]可表示为

.
其中 ,  为权值 . 基于 Dijkstra 算法 [27]计算

每个面片到其他面片的最短距离 D, 以相距

最远的 2 个面片作 为 的种子

; 则分属概率

;

.

将面片 聚类到分属概率较大的分割区域;
更新种子面片以及分属概率 , 直到种子面片

不再变化; 构造模糊区域, 基于最大二面角

确定分割边界. 图 1a 为二部分割效果, 图 1b

为基于共形映射[26] 射到平面域

所 得 平 面 片 ,  分 别 记 为
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, .

a.            b. 

图 1  网格分割结果和共形映射结果

2.2  边界提取

对于边集合 , 当 和

均不为零时, 为内部边的 2条有向半边, 表

示自顶点 指向顶点 的有向半边 邻接 2

个三角面片; 当 取值为零时, 无对应半边为边

界边, 且只有一个邻接三角面片, 和 为边界点. 

为提取分割 边界, 首先构造半边集合

和

,  判断半边值是否为零 ,  得边界边集

和边界点集 , 图 2 为 2个分割片

的边界形状, 紫色点为边界点. 

     
图 2  边界形状和边界点

2.3  初始化展开连杆

本节基于边界点集 构造初始

的等边三角形网格. 由于网格分割

通过分裂边界线上的边和顶点实现 ,  因此

和 具有相同数量的边界点 ,  且一一

对应, 即 和 数量相同 . 本节以 为例

介绍算法流程.

已知 ,  为边界点

数量, 为实现固定边界映射, 需要构造具有同

样 边 界 点 数 量 的 等 边 三 角 网 格

. 通过判断半边得

到 的边界点 ,  重新排序后得到点集

 其 中 为 边 界 点 ,

为内部点 .  基于固定边界

映射 , 映射到边界点集 构

成的闭合形状[16]. 
固 定 边 界 点

,  然后构造

顶 点 间 的 拉 普 拉 斯 矩 阵

.  其中 ,  

为 中属于同一条边的 2个顶点; 以

均 值 为 权 重 [16],  即

 和 为顶点位置的三维坐标 , 

和 的含义如图 3 所示. 对角线的值为

该行的权重之和.

图 3  权值参数含义

基于映射构造对称线性方程[16], 求解得

到

 

本文基于网格细分 [28]在 中构造初

始二维展开连杆 . 如图 4a, 连接每个三

角形单元内 3条半边的中点构造内侧三角

形 ,  得到 ,  同理得

到 图 4b 为网格模型的 2个初始二维展

开连杆 和 .

a. 网格细分构造内侧三角形
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b. 和

图 4  构造初始二维展开连杆结构

为 优 化 三 维 约 束 ,  基 于 逆 映 射

得到初始三维初始展开连杆

. 其 中

 为 内部顶点数量. 

首先, 判断 是否在

内; 然后, 如图 5 所示, 分别计

算 与 的 3 个顶点 构造

的 三 角 形 面 积 .  其 中 ,

三 维 空 间 对 应 点 为

. 基于面积构造逆映射

,  其 中 ,

, 

 

 

.

  
图 5  初始三维展开连杆结构的三角形内部顶点

2.4  约束优化

对初始展开连杆 和 添加非线
性收缩约束, 求解约束优化, 构造展开连杆

和 .

以 为例, 在 中沿三角面片边缘

构造切纹, 得到可展开的初始二维收缩连杆

.  其中每个顶点与 顶点一一对应 .

图 6 所示为 添加切纹后的角度对应情

况和边长对应情况, 以及完全展开效果, 其
中, 图 6c 所示橙色虚线连接一组对应边. 

 a. 等边三角形网格    b. 添加切割构造的连杆结构

c. 连杆完全展开

图 6  连杆结构对应情况

本文采用的收缩性约束、表面匹配约束、边
界形状匹配约束 [17]和非穿透约束 [11]. 如图 6b 所示,

收缩性约束为切割后对应边的边长 和 满足

,  角度和满足

, 表面匹配约束为内部顶点 均满

足 , ;

为 在 上的投影 . 边界形状匹配

约要求 边界固定在 的边界 上, 即 所

有边界顶点满足 , ;

表示 在 的投影 .  非穿透约束

阻止面重叠 ,  和 为

同一顶点的 4个边向量 和 属于共有

一个顶点的 2个三角形, 如图 6c蓝色箭头所示. 约
束 优 化 的 目 标 函 数 为

.  其中 ,  为拥

有同一顶点的三角面片对的总数 ; 和 为一组
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三角面片对的对应角角度; 和 为一组三角面片

对的对应边长度, 如图 6c 所示. 
本文采用拉格朗日法求解优化问题 , 可得满足

所有约束的顶点位置 .  首先构造基于 顶点集

的拉格朗日函
数, 基于拉格朗日法 [29]迭代求解, 得到满足约束的

顶点坐标 .  根

据 与 顶点间的一一对应关系 , 最小化投影

边长约束能量[18] 优化 的顶点坐标

其中,

为 投 影 算 子 ,  为 的 边 集 ;

为 中的顶点位置坐标. 非穿

透约束下 ,  记优化后的 顶点坐标为

.

3  实验结果及分析

本文实验环境为 Intel  Core(TM)  i7,
3.6 GHz,  16 GB,  Microsoft  Windows  9.0,
Microsoft  Visual  Studio  2010  C++,  MAT-
LAB  R2016b.  实 验 数 据来 自 Princeton
Shape Benchmark.

3.1  预处理
本文分割预处理实验数据如表 1 所示, 包括模

型顶点数量 , 三角面片数 , 时的迭代

次数 和运行时间 , 时的迭代次数 和

运行时间 . 实验数据表明, 运行时间(单位为 s)与
模型规模及分割片数量成正比 ,  本文以 MATLAB
实现分割算法, 未考虑优化, 分割时间相对较长.

图 7 所示为部分网格模型预分割效果 , 表

示与盘同胚的分割片数量. 其中, 第 1列为

的预分割效果, 第 2列为第 1列预分割结果的与盘

同胚的共形映射割效果, 第 3列为 的预分

割效果, 第 4列和第 5列为第 3列预分割结果的与

盘同胚的共形映射割效果.

表 1  预分割实验数据

模
型

N
V

N
F

I

T
2

/
s

I4

T
4

/
s

M
o
u
s
e

1 
54

5

3
 
0
8
2

2
8
3
.
4
1
8

4
4
3
.
5
6
8

D
u
c
k

2 
10

8

4
 
2
1
2

4
9
2
.
3
2
1

7
0
1
.
0
8
6

S
p
o
t

2 
93

0

5
 
8
5
6

1 066.
780

1 599.
633
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图 7  部分网格模型的预分割结果

a. Nefertiti b. Lilium c. Spot_head

d. Hemisphere e. Mouse f. Spot
图 8  部分网格模型的可展结构

表 2  可展结构设计的实验数据

模型 NVL3D NFL3D NBL3D NB

Nefertiti 233 144 34 34

Lilium 289 180 38 38

Spot_head 751 480 62 62

Hemsphere 183 112 30 30

Mouse 2858 1848 86 86

Spot 4816 3136 112 112
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3.2  可展结构效果
图 8给出了与盘同胚的网格模型和封闭的网格

模型的不分可展结构设计结果 . 图 8a~图 8d 所示为

与盘同胚的网格模型, 第 1行为原模型, 第 2行为逼

近原模型的连杆展开结构效果图 , 第 3行为对应的

连杆收缩结构. 图 8e~图 8f 所示为封闭的网格模型,

第 1行为原模型, 第 2行为 时, 逼近原模型

的连杆展开结构效果图 , 第 3行为各分割部分对应

的连杆收缩结构. 
表 2给出了可展结构设计的部分相关实验数据 ,

 其中三维封闭模型是 时的数据. 在该表中

为三维展开连杆结构的顶点数, 为三维

展开连杆结构的面片数 , 对于三维封闭模型 , 则为

各分割片连杆结构的顶点和面片总数 ; 为三

维展开连杆结构的边界点数量 , 为模型边界点

数量, 对于三维封闭模型 , 因各分割部分的边界点

数量相同, 则分别表示一个分割部分的三维展开连

杆结构边界点数量和该分割部分原模型边界点数量.

实验数据表明, 三维展开连杆结构 和二维

收缩连杆结构 具有一一对应的顶点关系和面片

关系, 同时 的边界点与原模型边界点一一对应.
显然, 本文边界点固定拼接算法可行且有效.

3.3  边界形状匹配对比
针对文献[6]方法的可展结构边界点不能拟合

原模型边界的不足, 本文提出采用固定边界映射构

造初始连杆结构 , 提高了边界拟合度 , 实现了三维

封闭模型分割边界处的高精度拼接. 
图 9 所示为本文方法和文献 [6]方法对 Lilium

模型可展结构效果图, 对比图 9a 和图 9b 可知, 本文

方法得到的可展结构边界更好地拟合 Lilium原模

型边界形状 ,  文献[6]方法得到的可展结构边界与

Lilium原模型的边界存在较大缝隙.

    
a. 本文方法边界和局部放大

    

b. 文献[6]方法边界和局部放大

图 9  本文与文献[6]的边界形状匹配比较

图 10 为本文方法和文献[6]方法 Bear 模型的可

展结构展开效果对比 , 本文方法在模型分割边界处

拼接效果如图 10a红色和黄色虚线框所示, 文献[6]

方法在模型分割边界处拼接效果如图 10b红色和黄

色虚线框所示 . 显然, 本文方法在分割边界拼接和

边界形状匹配等方面较优, 产生缝隙较小.

    
 a. 本文方法          b. 文献[6]方法

图 10  本文与文献[6]的分割边界比较

3.4  连杆对比
本文针对文献[6]二维收缩连杆各三角面片间

缝隙问题 , 基于收缩性约束构造非线性约束优化 ,
将三维展开连杆结构收缩为紧凑的二维连杆结构 .
图 11 为本文方法和文献[6]方法展开连杆和对应的

二维收缩连杆结构对比. 显然, 图 11b 中本文方法得

到的二维收缩连杆结构之间不存在孔隙, 图 11d 中

文献[6]方法得到的二维收缩连杆结构之间存在较

大的孔隙, 故本文方法优势明显. 

 
   a. 本文三维展开连杆     b. 本文二维收缩连杆

  c. 文献[6]三维展开连杆   d. 文献[6]二维收缩连杆

图 11  本文与文献[6]的二维收缩连杆结构对比

3.5  扭曲失真
本文基于共形映射构造初始连杆结构 , 由于共

形映射引发扭曲失真[30], 记模型 M 的拉伸度为:

.

其中 ,  为 的拉伸度 ;  为 的面积 ;

记角度失真度为 , 为

中面片内角, 为 中每个面片的内角度; 面积

失真度为 ;  长度失真

度为 ,  其中 为 中每个

面片的边长 ;  记每个三角面片的类共形扭曲度为
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, 其中 为该面片共形映射的雅克比矩

阵最大奇异值 , 为最小奇异值 , 的最小值为
1.

表 3 为 和 情况下共形映射造

成的拉伸度、角度失真度、面积失真度和长度失真

度, 显然 越大, 拉伸度和失真度越小. 
表 3  不同分割数量拉伸度和失真度实验数据

模型

Mouse 9.593 0.068 1.983 1.958 3.591 0.061 0.001 1.131

Duck 14.833 0.059 6.023 59.788 1.179 0.033 1.332 16.649

Spot 35.489 0.062 18.193 0.041 3.004 0.045 2.084 0.018

当 ,  每个分割片的三角面片 分布

如图 12 所示, 蓝色表示 . 图 12a 第 1行是原

模型 分布, 第 2行是共形映射后每个二维切片

的 分布. 显然, 三维模型突出程度较大和凹陷程

度较大部分(图 12a橙色框内) 较大, 相对平滑部

分 较小. 图 12b 为本文方法的结构展开, 较

小部分可展结构很好地保留形状特征, 较大部

分(图 12b橙色框内)特征不明显.

  

       a. 分布          b. 三维展开连杆结构

图 12  对逼近模型形状特征的影响

3.6  连杆规模
为了评估可展结构的逼近精度 , 本文定义平均

孔隙面积为 .  其中 ,

为 原 模 型 的 面 积 总 和 ;  为 所 有

的连杆单元面积总和; 为

孔隙的数量. 图 13 展示了 Lilium 模型、Spot_head

模型和 Bear 模型在不同连杆规模, 即不同 下

的 变化曲线. 显然, 模型 越大, 对应的

可展结构展开后的 越小. 
图 14 所示为不同模型在不同连杆规模下的可

展结构展开效果, 其中第 1列为原模型, 第 2~4列为

不同连杆规模的三维展开连杆结构 . 显然, 连杆规

模越大, 即 越大 值越小, 越逼近原模型

形状特征. 

图 13  平均孔隙面积随连杆规模的变化趋势

图 14  不同连杆规模的模型逼近效果
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4  结  语

本文基于网格分割和共形映射实现了封闭三
维网格模型的可展结构设计, 主要工作包括基于分

割预处理解决了三维封闭模型无连续可逆映射 , 无
法构造初始可展结构的问题; 以固定边界映射代替

重新网格化、作为构造初始连杆结构的基础; 构造

边界形状匹配约束 , 解决了边界形状拟合问题 , 提
高了原模型边界形状匹配度; 基于收缩性约束优化

三维展开连杆结构, 基于投影边长约束优化二维连

杆结构, 解决了二维收缩连杆结构收缩不紧凑的问

题.
本文扭曲失真和计算复杂度较高. 为改善扭曲

失真, 后续将基于尖锐点分割等方法降低扭曲失真;
 本文面片间最远距离查找复杂度为 O(n2), 后续将
考虑基于曲面特性提高查找效率; 本文仅考虑几何

因素, 导致适用模型受限, 后续将考虑结合力学等

物理特性, 构造多稳态优化可展结构.
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