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摘  要: 为推广三次 PH 曲线的实际应用, 研究在给定 3 个平面型值点条件下的三次 PH 曲线构造方法. 三次 PH 曲

线具有鲜明的几何性质和代数特征, 采用平面参数曲线的复数表示方法, 三次 PH 曲线的充分必要条件被表述为复代

数系统. 通过对给定型值点进行参数化, 将复代数系统转化为一元二次复方程, 求解方程即得三次 PH 曲线的控制顶

点, 从而得到 2 条构造曲线. 应用该方法对模拟给定的若干平面型值点数据进行实验, 比较了均匀参数化、弦长参数

化、弧长参数化方法的不同效果, 并计算弧长、弯曲能量、绝对旋转数来选取最优构造曲线. 实验结果表明, 该方法

有效且易于计算, 可应用于三次 PH 样条构造. 
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Abstract: This paper introduces a novel method to construct cubic PH curves by interpolating three planar 

points, which broadens their practical applications. Since these curves possess prominent geometric charac-

teristics and algebraic properties, their necessary and sufficient conditions can be expressed by a complex 

system by employing complex representation of planar parametric curves. Following parametrization of 

given points, we get a quadratic complex equation from the complex system, which gives the control points 

of two cubic PH curves. We do experiments by constructing cubic PH curves for some given planar points. 

We compare different parametrization methods including uniform parametrization, chord length, and 

arc-length parametrization methods. In order to select the best solution, we further compute arc lengths, 

bending energies, and absolute rotation numbers of curves. Finally, as an application we use the proposed 

method to construct a cubic PH spline curve. 
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曲线的等距曲线在 CAD 中有着广泛的应用, 

如路桥设计、加工路径规划及数控机器等. CAD 系

统中主要的造型工具是多项式曲线曲面 , 它们天

然具有 Bézier 控制多边形, 给设计者进行交互造型

带来了极大的便利. 此外, Bézier 控制多边形具有

凸包性、几何不变性、变差缩减等优良的几何性质, 

成为多项式曲线曲面的几何计算高效算法的基础. 

然而 , 多项式曲线的单位法向量在计算时包
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含求根运算 , 导致其等距曲线通常不具有有理形

式, 于是许多等距线的逼近算法被不断提出. 当参

数曲线的一阶导数满足 Pythagorean 条件, 即其一

阶导数的欧氏范数为一个实多项式时 , 该曲线的

等距线自然可以表示为有理多项式形式 , 这类曲

线即称为 Pythagorean-Hodograph (PH)曲线[1-2]. 由

于 PH 曲线的这种特殊性质, 使得曲线的弧长、曲

率等几何量可被精确计算 , 而无须使用数值积分

运算. 它们的等距曲线在 CAD 系统中也可被精确

表示, 因此 PH 曲线及其等距曲线可被现有 CAD

系统很好地兼容. 因此, PH 曲线的应用可以有效

地提升几何计算中的算法效率[3], 并为各种实际应

用提供良好的解决方案 , 特别是传统数控加工中

的切、削、磨的刀具路径规划等. 

作为一类特殊的多项式参数曲线, PH 曲线的

判别方法得到了深入的研究 , 即给定一个多项式

曲线及其 Bézier 控制多边形, 有效地判断该曲线

是否为 PH 曲线, 这个问题在逆向工程中有着重要

的应用[4]. 三次 PH 曲线的几何判别方法早在 PH

曲线被提出时就已给出, Farouki 等[1]指出, 若三次

PH 曲线的控制多边形满足 2 个内角相等, 且第 2

条边是首末 2 条边的等比中项, 则该曲线为三次

PH 曲线. Wang 等[5]采用平面曲线的复数表示方法,

给出了四次 PH 曲线的几何判别方法; 之后它被应

用于五次、六次和七次 PH 曲线几何特征研究中[6-8]. 

Farouki 等[4]从代数学的角度对 PH 曲线的充分必要

条件进行了深入的研究, 提出了一种 PH 曲线的代

数判别方法 , 并给出了其在数控实际应用中的可

靠计算精度范围. 

PH 曲线的构造方法取得了一定的进展, 为使

用者对 PH 曲线进行交互设计提供了有效工具. 目

前, PH 曲线的 Hermite 插值问题已有许多的研究成

果. 针对五次 PH 曲线的 C1 插值问题, Farouki 等[9]

指出对于任意给定的 C1 端点条件, 总存在 4 个可

行解, 即可以构造 4 条符合条件的五次 PH 曲线. 

通过对 4 个可行解的曲线形状的讨论, Moon 等[10]

提出了选取最优解的标准与方法 . 雍俊海等 [11]则

给出了五次 PH 曲线的 C1 Hermite 插值问题的一种

几何求解方法. Meek 等[12]指出给定 G1 连续的端点

约束条件, 存在 2 条符合条件的三次 PH 曲线, 并

给出了相应的构造方法, Byrtus 等[13]在此基础上深

入分析了插值解的数量与质量. 七次 PH 曲线可满

足更高连续阶的端点约束条件, Jüttler[14]提出了一

类正则七次 PH 曲线在 G2[C1]端点条件下的构造方

法, 并应用七次 PH 曲线对任意给定曲线进行逼近. 

对于特殊的 PH 曲线的 C1 Hermite 插值方法, Kong

等[15]采用曲线的复数表示, 讨论了 PH 曲线的导矢

曲线零点在复数域中分布情况 . 考虑在数控加工

中经常出现的直角过渡曲线设计问题 , Farouki[16]

研究了奇数次 PH 曲线在 G2 连续的端点约束条件

下的构造方法. 此外, 偶数次的 PH 曲线也可以被

很好地应用于曲线构造, Wang 等[5]给出了四次 PH

曲线 G1 条件下的几何构造方法 , 方林聪等 [17]和

王慧等[18]分别讨论了六次 PH 曲线在 C1 和 G2 端点

条件下的构造方法以及圆弧的逼近问题. 此外, PH

曲线的相关理论被推广至高维曲线 [19-20]和有理曲

线 [21-22]. 更 多 的 内 容 以 及 实 例 可 以 参 考 文 献

[2,23-24]及其中的参考文献. 总之, PH 曲线 Hermite

插值方法的研究成果比较丰富, 然而 PH 曲线三点

插值以及 PH 样条构造的方法尚未被深入研究. 

在几何造型中, 数据插值的应用非常广泛, 设

计者希望通过给定型值点, 构造相应的几何模型. 

本文关注三次 PH 曲线的插值构造方法, 并以 PH

曲线的代数充要条件为基础, 提出了三次 PH 曲线

的插值构造方法, 同时讨论了均匀参数化、弦长参

数化、弧长参数化方法在插值效果上的差异; 然后, 

通过比较曲线的弧长、弯曲能量、绝对旋转数等几

何量来选择最优曲线 ; 最后 , 讨论该方法在三次

PH 样条构造中的应用, 以使该类曲线在几何造型

中可以构造更加丰富的几何模型. 

1  三次 PH 曲线 

一条平面参数曲线 ( ) ( ( ), ( ))t x t y tP , [0,1]t , 

其距离为 d 的等距曲线为 ( ) ( ) ( )d t t d t  P P n . 其

中 , 
2 2

( ( ), ( ))
( )

( ) ( )

y t x tt
x t y t

 



n 为 ( )P t 的单位法向量 ; d

为有向距离. 

定义 1. 一 条 平 面 多 项 式 曲 线 ( ) ( ( ),t x tP  

( ))y t , 若存在一个实多项式 ( )t , 使得其一阶导

数 ( ) ( ( ), ( ))t x t y t  P 满足 2 2 2( ) ( ) ( )x t y t t   , 则

称该曲线为一条平面 PH 曲线. 

记 i= 1 为虚数单位 ,  表示复数的模 . 在

复平面≤中考虑参数曲线 ( ) ( ) i ( )t x t y t P , 则可

以得到平面 PH 曲线的一个充分必要条件定理 1. 

定理 1[5]. 一条平面参数曲线是 PH 曲线当且

仅当其一阶导数, 有形式为 2( ) ( )[ ( ) i ( )]t w t u t v t  P
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的因式分解. 其中, ( )u t , ( )v t , ( )w t 为实多项式, 

且 ( )u t 和 ( )v t 互素. 

若三次平面参数曲线 ( )tP 为 PH 曲线, 则有

( ) 1w t  , 且 ( )u t 和 ( )v t 均为一次实多项式. 因此三

次 PH 曲线的一阶导数为 2
0 1( ) [ (1 ) ]t t t   P z z . 其

中, 0 ( )tz , 1( )t z ≤ , 0 1,k k  z z ϒ . 

另 一 方 面 , 由 Bézier 曲 线 的 求 导 公 式 得 到
2

2

0

( ) 3 ( )i i
i

t B t


  P P . 其 中 1i i i  P P P , i=0,1,2. 

于是有 

 

2
0 0

1 0 1

2
2 1

3

3

3

  

 


 

P z
P z z

P z

 (1) 

因此不难得到定理 2. 

定理 2[1]. 若 iP ( 0, ,3)i   是 一 条 平 面 三 次

Bézier 曲线 ( )tP 的控制顶点 , i iL  P 为其控制

多边形第 i 条边的边长, 1 和 2 为图 1 所示控制多

边形的 2 个内角, 则 ( )tP 是 PH 曲线当且仅当 

2
1 0 2

1 2

L L L
 

 



. 

 

 
 

图 1  三次 PH 曲线的 Bézier 控制多边形 

2  三点插值方法 

考虑给定平面上 3 个型值点 0Q , 1Q , 2Q ; 要求

构造一条三次 PH 曲线 ( )tP , [0,1]t , 插值这些数

据点; 其中有 0(0) P Q , 2(1) P Q . 记 1Q 点的参数

值为 1t , 即 1 1( )t P Q . 这里 1t 可由 3 种方法计算得到: 

(1) 均匀参数化方法. 记 1=0.5t . 

(2) 弦长参数化方法. 记 

1 0
1

1 0 2 1

t



  

Q Q
Q Q Q Q

. 

(3) 弧长参数化方法 . 由点 0Q , 1Q , 2Q 确定

一个圆, 得到以 0Q 和 2Q 为端点且经过 1Q 的圆弧, 

1Q 分该圆弧为 2 段, 弧长分别记为 0r 和 1r ; 于是,

可令 0
1

0 1

r
t

r r



. 

特别地, 当 1Q 落在线段 0 2Q Q 的垂直平分线上

时, 上述 3 种参数化方法是等价的, 都有 1=0.5t . 

定理 3. 给定平面上的 3 个点 0Q , 1Q , 2Q , 则

存在不多于 2 条以 0Q 和 2Q 为端点, 且经过 1Q 点的

三次 PH 曲线. 

证明. 通过积分可计算 

 2
0 1

2 3 2 3 2 3
0 0 1 0 1 1

( ) ( )d =

   [ (1 ) ] d =

1 2 1
  (1 )

3 3 3

t t t

t t t

t t t t



 

     




P P

z z

z z z z z z Z

 

(2) 

这里 Z 为复常量. 由于已知 0(0) P Q , 1 1( )t P Q , 

2(1) P Q , 代入式(2)可以得到复方程组 

2
0 0

2 3 2 3 2 3
0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1

2
0 1 1 2

1
=

3
1 2 1

(1 )
3 3 3

1 1

3 3

t t t t

 

      



  

z Z Q

z z z z z z Z Q

z z z Z Q

. 

将 2
0z , 0 1z z , 2

1z 作为未知数, 求解得到 

2
0 0

3 3 3 3
1 1 1 1 0 2 1

0 1 2 3
1 1

2
1 2

3 3
1 0 1 2 1

2 3
1 1

3( )

((1 ) 1) (1 )

3( )

( ) ( )(1 ) ( )
    

t t t t
t t

t t
t t

  


      
 


  


     

 

z Z Q

Z Q Q Qz z

z Q Z

Q Z Z Q Z Q

 (3) 

进一步 , 将式 (3)代入 2 2 2
0 1 0 1( ) z z z z , 得到关于 Z

的一个一元二次复方程 

 2 0  aZ bZ c  (4) 

其中, 
6 5 4 3 2
1 1 1 1 1

6 5
0 2 1 0 2 1

4 3
0 2 1 1 0 1

2
1 0 1 1 0 1

2 2 6 5
0 0 2 2 1 0 0 2 1

4
0 0 2 1

2
0 0 1 1 2

9 27 36 27 9

6(2 ) 9(5 )

     3(23 ) 3( 19 )

     9( 3 ) 6( )

4( ) 9 (2 )

     3 (11 )

     (32 5 2

+

t t t t t

t t

t t

t t

t t

t

     

   

  

  

     







 



a

b Q Q Q Q

Q Q Q Q

Q Q Q Q

c Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q Q Q 3
0 2 1

2
0 1 0 1 0 1 0 1

2
1 0

2 )

     9 ( 2 ) 6 ( )

     ( )

t

t t



  















 
 



Q Q

Q Q Q Q Q Q

Q Q

  . 

由代数基本定理知, 该方程存在 2 个复根, 因此满

足插值条件的三次 PH 曲线不超过 2 条.    证毕. 

因此, 当给定平面点 0Q , 1Q , 2Q 时, 则得到

控制顶点 iP ( 0,1, 2,3)i  算法如下: 



388 计算机辅助设计与图形学学报 第 32 卷 

 

     
      

输入. 复数表示的 3 个型值点 0Q , 1Q , 2Q . 

输出. 复数表示的控制顶点 iP ( 0,1, 2,3)i  . 

Step1. 确定 Q1 的参数值 t1, 由弦长参数化方法得

到 1 0
1

1 0 2 1

t



  

Q Q
Q Q Q Q

.  

Step2. 计算 a, b, c, 以构造式(4). 

Step3. 求解式(4)得到 Z. 

Step4. 将 Z 代入式(3)得到 2
0z , 0 1z z , 2

1z . 

Step5. 将 2
0z , 0 1z z , 2

1z 代入式(1)时 , 得到 P0=Q0, 
2
0

1 0 3
 

zP Q , 
2
1

2 2 3
 

zP Q , P3=Q2. 

3  数值实例与应用 

本节给出三次 PH 曲线三点插值构造的实例, 

注意到参数化方法会影响插值效果 , 因此比较了

均匀参数化、弦长参数化、弧长参数化方法的不同

效果, 以及曲线的弧长、弯曲能量、旋转数等, 如

表 1 所示, 为选取最优曲线提供参考. 为比较不同

参数化方法, 本文计算了弧长 S、弯曲能量 E、绝

对旋转数 Rabs 等曲线度量. 令 k 为曲线的曲率, 则

它们的计算方法分别为 
1 2 2

0
d ( ) ( )dS s x t y t t     , 

12 2

0
d ( ) dE k s k P t t   , 

1

abs 0

1 1
= d ( ) d

2 2
R k s k P t t

   . 

实例 1~实例 4 分别对表 1 所示数据进行了实验. 
 

表 1  实验数据 

实例 插值数据 

1 (0,0), (2,3), (6,0) 

2 (0,0), (8,0), (6,0) 

3 (0,0), (4,0), (6,0) 

4 (0,0), (6,0), (6,0) 
 

表 2 给出了实例 1 的曲线构造过程中的数值计

算结果, 包括式(4)的 2 个数值解. 表 3 比较了 3 种

参数化方法得到的曲线的弧长、弯曲能量和绝对旋

转数. 在实例 1 中, 每种方法得到 2 条解曲线, 其

中一条如图 2 所示自交的曲线, 具有较大的弯曲能

量和绝对旋转数, 最小弯曲能量和绝对旋转数通常
 

表 2  实例 1 的 3 种参数化方法的数值计算结果 

方法 t1 a b c 解 1 解 2 

均匀参数化 0.500 0 −0.421 9 2.250 0+3.375 0i 7.437 5−7.500 0i −0.348 0+3.410 3i  5.681 4+4.589 7i 

弦长参数化 0.419 0 −0.403 5 2.361 5+3.463 9i 6.570 4−9.352 2i 0.363 7+3.913 2i  5.488 7+4.671 1i 

弧长参数化 0.395 7 −0.391 5 2.357 4+3.452 6i 6.348 7−9.769 8i 0.572 2+4.082 3i  5.448 4+4.735 5i 
 

表 3  实例 1 的 3 种参数化方法比较 

解 1 解 2 
方法 

弧长 弯曲能量 绝对旋转数 弧长 弯曲能量 绝对旋转数 

均匀参数化 9.334 3 0.956 2 0.441 7 9.334 3 20.481 1 0.830 1 

弦长参数化 9.383 0 0.880 3 0.435 7 9.383 0 19.934 5 0.828 5 

弧长参数化 9.448 4 0.875 7 0.437 0 9.448 4 19.377 4 0.827 1 
 

 
 

图 2  3 种参数化方法对实例 1 得到的三次 PH 曲线比较 
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作为最优解选取的一个标准 , 这种最优构造曲线

的选取通常可以有效地避免自交曲线 [11,18]. 不同

的参数化方法对构造的曲线形状影响不是十分明显. 

表 4 给出了图 3 所示实例 2 曲线构造过程中的

数值计算结果. 表 5 比较了 3 种参数化方法得到的

曲线的弧长、弯曲能量和绝对旋转数. 实例 2 中由

于无法构造满足条件的圆弧 , 因此弧长参数化方

法不能得到符合条件的三次 PH 曲线; 均匀参数化

方法和弦长参数化方法分别得到 2 条对称的三次

PH 曲线, 所得曲线是关于 x 轴对称的. 由于每一种

参数化方法得到的解曲线都是对称的, 因此其弧长、

弯曲能量和绝对旋转数也都相同. 
 

 

表 4  实例 2 的不同参数化方法的数值计算结果 

方法 t1 a b c 解 1 解 2 

均匀参数化 0.500 0 −0.421 9 9.000 0 −52.562 5 10.666 7−3.288 6i   10.666 7+3.288 6i  

弦长参数化 0.800 0 −0.193 5 3.723 3 −24.285 2 9.619 0−5.740 7i   9.619 0+5.740 7i  

弧长参数化       
 

 

表 5  实例 2 的不同参数化方法比较 

解 1 解 2 
方法 

弧长 弯曲能量 绝对旋转数 弧长 弯曲能量 绝对旋转数 

均匀参数化 11.547 0 4.472 7 0.689 2 11.547 0 4.472 7 0.689 2 

弦长参数化 12.874 9 2.559 5 0.635 5 12.874 9 2.559 5 0.635 5 

弧长参数化       

 

 
 
 

图 3  2 种参数化方法对实例 2 得到的三次 PH 曲线比较 
 

表 6 给出了图 4 所示实例 3 曲线构造过程中的

数值计算结果. 表 7 比较了 3 种参数化方法得到的

曲线的弧长、弯曲能量和绝对旋转数. 实例 3 中 3

个数据点同样是共线的 , 弧长参数化方法无法构

造符合条件的三次 PH 曲线. 此时均匀参数化方法

和弦长参数化方法都得到退化的三次 PH 曲线, 即

为图 4 所示的直线段. 由于得到的曲线是直线段, 

其弯曲能量和绝对旋转数都为 0.  

 

 
 

图 4  2 种参数化方法对实例 3 得到的三次 PH 曲线比较 

 

表 8 给出了实例 4 的曲线构造过程中的数值计

算结果. 表 9 比较了 3 种参数化方法得到的曲线的

弧长、弯曲能量和绝对旋转数. 实例 4 中有 2 个数

据点是重合的 , 此时弦长参数化和弧长参数化方

法都会导致式 (3)退化 , 无法求解得到构造曲线 , 

因此这里采用均匀参数化方法, 所得曲线如图 5 所

示对称的 2 条曲线, 其弯曲能量和绝对旋转数相同. 
 

表 6  实例 3 不同参数化方法的数值计算结果 

方法 t1 a b c 解 1 解 2 

均匀参数化 0.500 0 −0.421 9 4.500 0 −10.562 5 3.487 4 7.179 2 

弦长参数化 0.666 7 −0.345 7 3.160 5  −4.938 3 2.000 0 7.142 9 

弧长参数化       
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表 7  实例 3 的不同参数化方法比较 

解 1 解 2 
方法 

弧长 弯曲能量 绝对旋转数 弧长 弯曲能量 绝对旋转数 

均匀参数化 6.000 0 0.000 0 0.000 0 17.383 6 0.000 0 0.000 0 

弦长参数化 6.000 0 0.000 0 0.000 0 17.428 6 0.000 0 0.000 0 

弧长参数化       

 
本文方法可进一步应用于三次PH 样条的构造. 如

图 6 所示, 给定平面数据点(0, 0), (3, 1), (6, 0)和(0, −2), 

(3, −3), (6, −2). 首先用本文方法构造分别插值 2 组数

据的三次PH 曲线, 并选用弧长参数化方法且取弯曲能

量最小的曲线为插值曲线[11]; 然后采用 G1 连续的端点

条件构造了两侧的三次PH曲线[13], 从而得到了一条封

闭的 G1 连续的三次 PH 样条曲线. 图 6b 所示为该曲线

的等距曲线. 

表 8  实例 4 的不同参数化方法的数值计算结果 

方法 t1 a b c 解 1 解 2 

均匀参数化 0.500 0 −0.421 9 6.750 0 −27.562 5 8.000 0−1.154 7i 8.000 0+1.154 7i 

弦长参数化       

弧长参数化       

 
表 9  实例 4 均匀参数化方法 

解 1 解 2 

方法 
弧长 

弯曲 

能量 
旋转数 弧长 

弯曲 

能量 
旋转数

均匀参数化 6.928 2 37.476 6 0.772 8 6.928 2 37.476 6 0.772 8

弦长参数化       

弧长参数化       

 

 
 

图 5  均匀参数化方法对实例 4 得到的三次 PH 曲线 
 

 
 

 
a. 三次 PH 样条曲线 

 
b. 三次 PH 样条曲线的等距曲线 

 

图 6  三次 PH 样条曲线构造及其等距线 

4  结  语 

本文指出给定平面 3 个型值点, 存在不超过 2

条的三次 PH 曲线可以插值这 3 个点, 并给出了相

应的构造方法, 完善了三次 PH 曲线的相关理论. 

从弧长、弯曲能量、绝对旋转数等方面, 通过实例

比较了均匀参数化、弦长参数化、弧长参数化方法

在三次 PH 曲线插值中的不同效果. 最后, 通过实

例说明本文方法可应用于三次 PH 样条的构造. 本

文工作继续推广 , 可对任意给定的曲线使用三次

PH 样条进行逼近, 今后也可进一步讨论高次 PH

样条构造的可能性. 
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