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多层次优化的网格曲面离散样条曲线设计方法 
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摘  要: 为同时满足鲁棒性、高效性以及广泛适用性等要求, 提出一种基于多层次优化的网格域样条曲线设计方法. 

该方法放松了曲线严格位于曲面的约束, 仅将曲线的离散控制点置于流形空间, 并采用内点法的思想, 运用基于块

坐标下降法的全局优化方法进行数值求解, 最后借助局部参数化将曲线段映射到网格曲面. 在此基础上, 文中提出

由粗到细的多尺度层次求解策略, 不仅能够更为准确地估算离散微分算子, 提高求解精度, 而且能够减少挪动采样

点的计算量, 提升求解效率. 收敛性分析实验表明, 多层次优化方法能够快速收敛, 并在多尺度策略下获得更为光滑

的结果. 和现有的投影法和光顺法相比, 该方法效率更高, 且在可控性、普适性和鲁棒性上均表现出一定的优势.  
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Discrete Spline Curve Design on Surface Mesh via Cascaded Optimization 
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Abstract: To meet the requirements of robustness, high efficiency and wide applicability, this paper proposes 
a discrete spline curve design method on mesh domain based on global optimization. The method relaxes the 
strict manifold constraint, i.e. the curve is located on the surface by constraining discrete points of the curve. 
With the idea of interior point method, it adopts block coordinate descent method to solve the global opti-
mization equation, and then maps the curve to the mesh surface through local parameterization. In addition, a 
multi-scales coarse-to-fine strategy is proposed to accelerate computation, which can not only estimate the 
discretization of the differential operator more accurately, but also decreases the computation of the sample 
point locations to improve the performance. Experiments on convergence analysis show that the cascaded 
optimization method converges quickly, obtaining smoother results with multi-scales strategy. In contrast to 
existing projection-based and smoothness-based methods, the proposed method has advantages in controlla-
bility, generality and robustness. 
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曲线设计是计算机图形学与计算机辅助几何

设计中一项有着较长研究历史的重要课题. 目前, 
针对欧氏空间的曲线设计方法已趋于成熟[1]; 随着
数字几何的广泛应用以及 CAD/CAM需求的不断增
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加 , 离散网格曲面上的曲线设计逐渐受到人们关
注, 并在计算几何[2]、数字几何处理[3]、虚拟手术[4]、

鞋样设计[5]与数控加工[6]中得到了广泛的应用.  
网格曲面上的曲线通常定义为分段线性的离

散曲线. 类似于欧氏空间, 在离散意义下曲线形式
亦有多种, 如测地线[2,7]、细分曲线[8]、样条曲线[9-11]

等. 然而, 相比于欧氏空间的曲线, 网格曲面上的
曲线由于受到流形的约束, 求解难度相对较大, 因
而相应的方法不如前者成熟 . 现有的方法均从不
同的角度处理流形约束, 主要有如下几种.  

参数化法借助参数化技术巧妙地转化流形约

束, 其思想是将曲面映射到规则空间, 采用欧氏空
间的传统样条曲线设计方法在参数域设计曲线 , 
并将其映射回原曲面 . 这类方法或采用局部参数
化法, 如 Lee等[12]将主动轮廓模型引入网格域, 对
局部区域进行参数化 , 并在参数域上演化曲线形
状; 韩林等[13]借助离散指数映射设计测地 B 样条
曲线 . 或采用全局参数化 , 如朱文明等 [14]提出基

于参数化的细分曲线生成方法 , 利用保角映射将
不同的曲面映射到标准参数域并在其上设计细分

曲线; 许晨旸等[6]和 Xu 等[15]分别借助 ABF++与
LSCM 参数化技术设计刀轨线. 然而两者均具有
局限性 : 局部法无法进行大范围的曲线设计 ; 全
局法易使参数域产生较大的形变误差 , 难以保证
曲线的光滑性.  

投影法则对流形约束进行松弛 , 在欧氏空间
计算曲线后迭代地将其投影到曲面上 . 如基于能
量最小化的样条曲线设计方法 [9,16]将问题描述成

带流形约束的优化问题 , 采用投影梯度法进行求
解 , 即将松弛的空间样条曲线迭代地投影到曲面
上. 该方法依赖于曲面的光滑假设, 对于网格曲面
需拟合成隐函数 , 否则若直接采用离散微分方法
进行计算则难以保证收敛性 , 且其投影步骤亦不
够鲁棒. Wallner等[8]在此基础上基于测地平均法和

环绕空间法将细分曲线的线性细分法从欧氏空间

推广至流形曲面, 但前者涉及测地线计算, 耗时较
多; 后者涉及投影计算, 对于复杂曲面其鲁棒性降
低. 之后, Morera等[17]提出内蕴投影法, 其计算量
和鲁棒性得到了较大的改善. 刘斌等 [11]提出网格

域的测地 B 样条插值方法, 将插值曲线采用最近点
法投影到网格曲面上, 并采用反向补偿法逐步减少
插值误差, 但其计算量较大, 且投影可能存在多解. 
总之, 投影法易于实现, 但其鲁棒性往往较差.  

光顺法则直接在流形空间求解问题 , 其对光

滑约束进行松弛 , 在流形约束下迭代地对初始曲
线进行光顺化 . 这类方法的主要差异在于它们所
采用的光顺策略. Jung 等[18]直接在曲面上运用主

动轮廓模型演化曲线. Ji 等[3]采用新的主动轮廓模

型, 结合曲线节点分裂、移动和移除操作使曲线能
穿越网格面片, 提高了曲线的光滑度. Zhang 等[19] 
采用测地曲率流方程演化曲线 , 虽然提高了计算
效率, 但仍难以满足交互响应需求. Morera等[10]基

于测地细分策略推广了 de Casteljau 算法, 根据控
制多边形构造测地 Bézier 曲线. Sarlabous 等[20]在

此基础上, 提出了测地圆锥 Bézier 曲线设计方法, 
拓宽了适用范围. Lawonn 等[4]针对网格上的曲线, 
提出了一种加权拉普拉斯算子对初始曲线进行迭

代式平滑 . 该方法能控制曲线的光滑度和与初始
曲线的贴近度, 但由于采用了局部光顺策略, 需要
较多的迭代次数且不能用于构造插值曲线. 总之, 
这类方法鲁棒性较好 , 所设计的曲线通常具有良
好的光滑性, 但是严格的流形约束使其效率降低, 
同时由于所用光顺法固有的局限 , 使其适用范围
受到一定影响.  

本文提出了一种基于层次优化的网格域离散

样条曲线设计方法. 不同于传统光顺法, 本文松弛
“曲线严格位于曲面”的约束 , 将曲线离散成折线
段, 把离散点置于流形空间并采用内点法 [21]的思

想, 运用块坐标下降法与投影法进行全局优化. 在
此基础上, 采用由粗到细的求解策略, 提高了微分
算子的离散化精度, 并能够加速算法收敛, 从而提
高求解效率 . 本文提出的基于多层次优化的曲线
设计方法, 不仅增加了优化的自由度, 而且可便捷
地施加用户控制 , 使之能够设计拟合曲线和插值
曲线. 此外, 相比于参数化法, 该方法能够设计大
范围的曲线; 相比于投影法, 该方法鲁棒性更好. 

1  离散样条曲线定义与问题描述 

欧氏空间中给定 N个型值点{ }( 1,2, , )i i Np =  , 
三次样条插值曲线 c 通常定义为型值点约束下的
能量函数极小值[10], 即 
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其中 , 3( )  [0,1]t  ：x 是曲线的参数表示形式 ; 
( )tx 表示曲线 ( )tx 关于参数 t 的二阶导数, 其与曲
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率正相关; 
ikt 为第 i 个型值点(插值点)所对应的参

数. 相应地, 当  1,2, ,j i NS  p 时, 光滑曲面 S

上的插值样条曲线定义为上述能量函数在流形空

间 S上的极小值, 即  
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当曲面 S为三角网格时, 其上的曲线可定义为
一条分段线性的离散曲线 , 通常可表示为一个二
元组 ,V Ec ; 其中, 顶点集  1 2, , , n SV  q q q ,

构成曲线的边集 { | , =1,2, , }i jE i j n S q q . 此时

式(1)中所表示的曲线二阶导数需借助离散微分几
何工具进行离散化, 并采用数值方法进行求解. 

2  本文方法 

2.1  离散化 
为便于式(1)中微分量的离散化, 同时增加优

化的自由度, 本文沿用文献[10]的离散化方法, 依
据弦长参数化原则, 对相邻 2个插值点所形成的线
段 1i i+p p 均匀地插入 n个点 ,{ }( 1, 2, )j j n=q  , 其中, 

1|| || 1i in u+
ê ú= -ë ûp p , u为用户所给的平均离散步长, 

从而将曲线离散成一条折线段 . 该策略近似地实
现了曲线的均匀离散化 , 因此对于该曲线上的顶
点 jq , 其二阶微分量可离散化成一维拉普拉斯算

子 1( ) 1( ) | 2
k j j j jk tt += -¢¢ = - +qxx q q q ; 其中 , 1j-q 和

1j+q 分别为 jq 的前继顶点与后继顶点的位置 . 特

别地, 当曲线为开时, 其端点处的导数可由用户自
定义, 本文默认设置为 0.  

设该曲线为闭合曲线, 且离散化后共有 M 个

顶点, 则式(1)可转化为 
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(2) 

其中, 0M =q q , 1 1M + =q q , 下文同. 当曲线为开时, 

则仅需将式(2)的展开舍去第 1项与最后 1项即可. 
2.2  数值求解 

由于网格曲面 S 是分段线性的, 式(2)中的流
形约束 , 1,2, ,j S j Mq Î =  没有固定的表达式, 它

随着 qj 位置的变化而变化, 因而无法直接采用标

准的优化方法进行求解. 为此, 类似文献[8], 本文
为优化目标函数引入新的变量——顶点集 { }jq 所

在的面片集 { }jTG = ( jj TÎq ), 以便于描述流形约

束; 同时针对每个顶点 jq , 在其对应的面片 jT 上

对其进行局部参数化, 以消解流形约束.  
设顶点 jq 所在的面片 jT 的 3 个顶点分别为 A, 

B, C, 在 jT 上建立局部坐标系 0 1 2; ,p e e : 如图 1a

所示 , 以 0 A=p 为原点 , 以 1 AB=e 和 2 AC=e 为

坐标轴. 则三角形上任意点 jq 可参数化为  

 0 1 2( , ) , , [0,1]j j j j j j js t s t s t= + += Îq q p e e  (3) 
 

 
 

a. 顶点在面片上          b. 顶点在面片外 
 

图 1  顶点在面片上及在面片外部的局部坐标系 
 

将曲线上的所有顶点 jq 按式(3)进行参数化 , 

则式(2)可重新写成 
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其中, 1 2[ , , , ]Ms s s= s , 1 2[ , , , ]Mt t t= t . 由于面
片集 Г 与参数 ,s t 相互依赖, 同时求解 2 组变量难
度较大, 为此本文采用交替迭代的方式进行求解, 
即固定 Г求解 s和 t, 固定 s和 t更新 Г, 直至收敛.  

当固定 Г 时, 式(4)中的目标函数可以进一步
转化为  

 2
1 1 1 1

1
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(5)
 

因此, 求解 ,s t 转化为计算带线性约束的优化问题.  
易知, 式(5)是关于 ,s t 的二次函数, 可转化成

线性方程组进行求解. 然而, 由于面片集 Г随着迭
代而不断更新 , 其上曲线顶点的局部坐标系也相
应更新 , 进而导致线性方程组的系数矩阵亦将发
生变化 , 因此采用线性方程组求解将引起较大的
时间开销 . 为此 , 本文采用块坐标下降法 [22]求解

目标函数极小值, 并结合投影法处理线性约束.  
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块坐标下降法的思想是将目标函数的变量分

离成多个“块”, 然后对每个块独立求解极小值. 对
于本文求解的问题 , 可将每个顶点对应的参数

,j js t 看做一个块. 设当前迭代次数为第 k次, 则对

于每一个非型值点 qj (异于型值点的其他采样顶
点), 式(5)可简化为  
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为求解式(6)定义的优化问题, 本文采用“松弛
投影法”: 首先松弛线性约束 , 0j js t ≥ , 1j js t ≤+

所确定的可行域, 计算目标函数的极小值, 然后将
计算结果投影至可行域. 若计算所得 ,j js t 满足该

线性约束, 则将其设置为该问题的解; 否则, 该顶
点将处于面片 jT 的外部, 将其投影至可行域边界

(将顶点置于面片边界 jT¶ ), 使其依然满足线性约

束. 具体讲, 设 jq , j¢q 分别为优化前后顶点的位置, 

则将线段 j j¢q q 与 jT¶ 的交点作为投影后的新位置, 

如图 1b 所示. 松弛线性约束后, 式(6)的最优解具
有解析表达式, 因此可高效地求解. 其求解过程与
表达式可参考附录 A. 

当固定参数 ,s t 时, 可根据该参数对应顶点所
在的位置更新 Г, 即将其移至当前所在面片的邻
面. 若参数 ,j js t 对应的顶点 jq 位于面片内部, 即

\j j jT TÎ ¶q , 则 jT 保持不变; 若该顶点位于面片

边界 , 即 j jTÎ ¶q , 此时根据该顶点的位置更新

jT , 存在 2 种可能: (1) 当该顶点与面片的某个顶

点重合时 , 意味着该顶点将移入共享该顶点的某
个邻面. 此时针对该顶点的所有 1-环邻接面片, 采
用松弛投影法分别重新求解式(6), 把能量值较小
的面片设置为当前面片 , 并更新 , .j js t  (2) 否则 , 

该顶点位于面片的某条边上 , 意味着该顶点将可
能越过该边, 因此可将 jT 更新为原面片相对于该

边的邻面.  
在迭代开始时, 首先需初始化集合 Г. 本文根

据初始路径顶点位置确定: 若顶点 jq 位于网格边

上, 则选取该边的 2个邻接面; 若其位于网格顶点
上, 则选取该顶点的 1-环邻域面, 然后分别针对选
取的面片集 , 分别求解式(6), 选取使能量值较小
的邻接面作为对应的 Tj. 

2.3  流形投影 
上述算法将曲线离散成 M 个点并在流形空间

进行优化 , 仅保持 V SÌ , 而对于松弛的约束
E SÌ 未在优化中考虑, 因此需将计算结果投影至
流形. 本文计算曲线相邻 2 个顶点 1j-q , jq 之间的

近似测地线, 并将其作为边 1j j-q q 的投影. 当曲线

采样足够密时 , 该投影结果对曲线整体形状影响
较小 , 因此投影结果可认为是对优化结果的保形
近似.  

为提高计算效率以及鲁棒性 , 本文借助局部
参数化, 在参数域计算相邻 2 个顶点的欧氏路径, 
并将其映射至原曲面, 以此作为近似测地线, 亦即
投影结果. 具体讲, 根据相邻 2个顶点的相对位置
计算局部参数域: 若 2个顶点位于同一面片上, 则
无需投影; 否则需考虑 3种情况:  

(1) 若 2个面片共享 1条边, 则将该 2 面片刚
性地摊平至平面;  

(2) 若 2 个面片共享 1 个顶点, 则将该共享顶
点的 1-环邻域面片, 按局部保角映射摊平至平面[23];  

(3) 若 2 个面片无共享单形, 则运用离散指数
映射法[24]计算近似测地线.  

需要注意的是, 对于上述前 2种情况, 若摊平
后的局部区域为非凸, 连接 2个顶点的欧氏路径有
可能位于该区域外部(视为无效欧氏路径). 此时将
内角大于 180°的“凹顶点”的 1-环邻域作为新的局部
区域进行展开, 并利用情况(2)的方法重新计算该区
域的参数域, 如此循环直至找到有效欧氏路径. 
2.4  多层次求解策略 

上述算法能够实现网格曲面上光滑离散曲线

的设计, 但存在 2 个问题: (1) 曲线的离散化由插
值点之间的欧氏距离近似确定, 随着曲线的演化, 
其长度发生变化 , 若依然采用原定的离散点将导
致式(3)所示拉普拉斯算子估算不准确, 影响求解
精度; (2) 从极不光滑的初始曲线演化到最终形态, 
挪动点的计算频率与曲线采样密度相关 , 若采样
密度大, 将导致效率降低. 为此, 本文提出了由粗
到精的多尺度层次求解策略——对曲线进行由粗
到细采样并进行逐层优化 . 该求解策略的思想在
数值计算领域广泛使用 , 常用于加速方程求解速
度, 如多重网格法[25], 即在粗采样域上解方程, 将
其作为构造细采样域上解的初值; 或用于求解非
线性优化问题 , 如多尺度网格变形 [26], 即将对象



2070 计算机辅助设计与图形学学报 第 31卷 

 

     
      

分解成低频与高频部分 , 在低频部分采用近似线
性方法求解, 并将解与高频合成作为最终结果. 这
种策略将在求解效率和效果上均带来一定的优势. 
本文方法具体描述如下:  

首先进行粗化求解. 在第 2.1节的弦长参数化
阶段, 对曲线进行稀疏采样. 设选取 L 个采样点
{ }( 1,2, , ),  ( )l l L L Mf = < 并按照第 2.2 节所述方

法进行数值求解获得稀疏离散化的曲线 ,c¢ 并将曲

线 ¢c 按照第 2.3节方法投影到网格表面, 该步骤通
过挪动较少的采样点能够获得与最终曲线形状近

似的结果. 
然后进行逐层细化求解. 根据当前曲线长度,

对其进行细分重采样, 并重新求解式(6)的优化方
程. 细化求解过程和前述类似, 不同之处在于离散
点更密集, 其初值可以直接在曲线 ¢c 上进行均匀
离散化, 再按照第 2.2 节和第 2.3 节所述进行求解
和流形投影. 由于此时所给初值更接近最终曲线, 
使得该策略能够快速收敛. 重复上述细化步骤, 直
至曲线采样密度达到用户要求.  
2.5  算法步骤 

本文方法具体步骤如下:  
输入. 网格 S, 型值点 1{ }N

j jp = , 阈值 h , 最大迭

代次数 T, 最大层次 L. 
输出. 插值于 { }jp 样条曲线 SÎc . 
Step1. 构造相邻型值点 1{ , }j j+p p 之间的 Dijkstra 路

径作为初始曲线 c0, 并设置层次化级数 l=1, 弦长参数
为平均边长 ρ. 

Step2. repeat. 
Step3. 运用弦长参数化法, 由曲线 1l-c 长度及参数 ρ

确定相邻型值点 1{ , }j j+p p 之间的当前层次离散点个数 lM .  

Step4. for each 相邻型值点对 1{ , }j j+p p : 

Step4.1. 以曲线 1l-c 位置以及离散点个数 Ml确定

离散点坐标确定离散点初值; 
Step4.2. 构造初始面片集 Г. 

Step5. 设置迭代次数 i =0. 
Step6. repeat. 
Step7. for each 离散线段: 

Step7.1. 根据面片集 Г 更新式(5)的目标函数, 并求
解参数 ,s t ; 

Step7.2. 根据参数 ,s t与面片集 Г, 更新面片集 Г. 
Step8. i = i+1. 
Step9. until 1|| ||l l

i i ≤h--c c , 或 i >T. 

Step10. 将 lc 的线段投影到 S. 

Step11. ρ=ρ/2, l=l+1. 
Step12. until l>L. 

3  实验结果及分析 

本文方法在 Intel Core i7-4760 2.1 GHz 4 核
CPU, 16 GB 内存的笔记本上基于 C++语言实现, 
其效率和离散化采样点的个数相关; 实验中迭代
次数上限 T 为 1 000 次, 曲线迭代阈值 η 设为平均
边长的 10−6. 
3.1  收敛性分析 

图 2 展示了曲线在鱼模型上不同迭代次数的
结果, 其中 Ti表示第 i层的迭代次数. 图 2a所示为
初始曲线, 图 2b~图 2e 所示为常规方法(未使用层
次优化)的迭代结果, 图 2f~图 2g 所示为 2 级层次
优化的中间结果, 图 2h~图 2i所示为 2级层次优化
的最终结果. 随着迭代次数的增加, 曲线在曲面上
逐渐趋于光滑并达到收敛 , 且层次优化方法在收
敛速度上更具优势. 

 

 
 

图 2  插值曲线迭代序列 
 

图 3给出了这 2种方法生成的曲线能量函数值
式(5)随迭代次数的变化趋势. 为体现能量变化趋
势, 纵坐标能量值采用了归一化处理. 随着迭代次
数的增加 , 能量函数值总体呈快速下降趋势并收
敛. 单层迭代方法在约 300次以后趋于稳定; 而层
次优化方法在第 1 级约 50 次时已经趋于稳定, 可
以作为初值对曲线进行第 2级迭代求精. 虽然本文
方法迭代次数较多 , 但由于每次迭代均采用解析
式更新坐标, 效率依然很高: 该曲线在未经过层次
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优化的情况下(离散点个数为 105), 迭代 1 000次仅
需 23 ms, 如表 1 所示. 该实验现象验证了多尺度
层次优化的特点: 当曲线采样点较疏时, 局部更新
顶点坐标使用了较大的几何邻域信息 , 能够大幅
地挪动曲线 , 从而较快地获得曲线的整体形变形
状; 随着曲线采样点的加密, 更新坐标所用的几何
邻域减少, 曲线挪动的幅度减小, 其效果为增加曲
线的局部细节.  

 

 
 

图 3  鱼模型上曲线能量函数的迭代过程 
 

表 1  模型的曲线生成时间 

算法耗时/ms 网格 
模型 

顶点数/面片数 
离散点

数目 单次/多层次 文献[4] 文献[9]

鱼 6 787/13 456 105 23/17 125 30 

鸭子 9 640/19 276 139 32/22 163 97 

零件 7 229/14 454 116 27/23 141 80 

狮 15 000/29 996 147 38/29 171 24 

兔 15 000/29 996 191 58/39 236 50 

图 7a 1 753/3 514 72 14/11 84 102 

图 7b 1 753/3 514 59 9/8 89  
 

图 4 展示了多层次优化方法比单层优化方法
能够获得更为光滑的结果. 图 4a 所示为在一个平
板模型上选取 4个顶点作为曲线的初始型值点, 曲
线的离散步长 u设置为网格平均边长的 15%, 其离
散采样点较为密集 . 在迭代误差条件相同的情况
下, 单层优化方法的曲线效果如图 4b 所示, 而多
层次优化方法的曲线效果如图 4c 所示. 可见单层
优化方法虽然在局部能够保证光滑 , 但是在大尺

度上光滑程度不如多层次优化方法 . 这种多尺度
优化的思想在网格形状优化方法[27]中也曾被使用, 
可以避免能量极小化过程在高频分量被优化后过

早停止收敛. 

   
   a. 初始曲线       b. 单层方法     c. 多层次方法 

 

图 4  平板模型上多层次优化方法与单层方法的比较 
 

3.2  比较实验 
如图 5a 所示, 本文方法在一般模型上曲线形

状能够保持光滑; 如图 5b 所示, 在具有尖锐边特
征的零件模型上 , 本文方法也能保证曲线的光滑
性 . 而文献[9]所采用的迭代法 , 其迭代步长取决
于局部拟合精度, 对于图 5a 所示具有尖锐特征的
零件模型可能出现较大的估算误差 , 从而破坏曲
线的局部光滑度, 如图 5a右侧.  

 

    
a. 文献[9] 

    
b. 本文 

 
图 5  不同方法在鸭子和零件模型上设计曲线的对比 

 
相较于基于局部光顺的曲线设计方法[4], 本文

方法具有以下优势: 首先, 它可以设计插值曲线和
闭合曲线, 所生成的曲线经过所有的控制点, 而文
献[4]方法不能严格做到以上 2 点. 图 6a 展示了开
曲线的设计结果, 可以看出文献[4]方法不能严格
经过控制点 , 并且无法处理曲线相交的情况 ; 图
5b 演示了闭曲线的设计结果, 由于文献[4]方法采
用局部光顺策略 , 所以在闭合曲线首尾相接处不
能保证曲线光滑 , 同时该方法所生成曲线的采样
点无法做到自适应细分 , 因此其光滑度受到网格
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分辨率的影响. 
本文的算法可以在多亏格模型上进行曲线设

计, 与模型的拓扑复杂性无关. 图 7展示了在三环
模型上设计的 2条曲线, 可环绕亏格, 而基于参数
化的曲线设计方法[13]由于无法对亏格区域进行参

数化, 因此无法设计该图所示的曲线.  

 
a. 文献[4] 

 
b. 本文 

 
图 6  不同方法对开闭曲线的处理 

 

  

  
a. 曲线设计 1(正反面) b. 曲线设计 2(正反面) 

 
图 7  亏格模型上的插值曲线 

 
表 1 给出了几个模型的曲线生成时间以及文

献[4,9]的运行时间对比 . 其中离散点数目是本文
方法及文献[4]采用的离散化参数, 文献[4,9]的最
大迭代次数为 100次. 由于本文方法的最优化求解
有解析表达(式(A4)), 因此求解效率高于文献[4,9], 
可满足交互应用的要求. 图 8分析了图 6所示兔子
模型上的闭曲线在不同的离散化程度上对效率的

影响, 离散点越密集, 计算时间越长, 但平滑程度
越高. 可见多层次迭代的性能优于单次迭代, 且两
者与离散点数量均呈线性相关趋势. 

 
 

图 8  离散点数量对效率的影响 

4  结  语 

本文提出了一种实用高效的网格曲面曲线设

计方法. 该方法松弛了曲线严格位于曲面的约束, 
仅对曲线离散点设置流形约束 , 借助内点法的思
想, 并采用由粗到细的多层次策略进行求解, 每一
层次基于块坐标梯度下降法进行全局优化 . 实验
表明, 该方法相对于现有方法高效、鲁棒, 可用于
复杂拓扑网格曲面, 同时能够设计闭合与开曲线、
插值与光顺曲线等.  

未来工作需要进一步从理论上证明本文方法

的收敛性; 其次, 由于其复杂度与曲线离散化时采
样点的个数相关, 对于设计采样密度较大的曲线, 
其效率也会降低; 因此后续工作可以尝试通过采
用自适应的采样策略并优化能量方程来提高计算

效率. 该方法很容易扩展到拟合曲线的设计, 此时
只需要将插值曲线的约束替换即可. 
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附录 A  优化求解的解析推导 

式(6)是一个以 jq 为单变量的二次多项式求最小值

的优化问题. 将式(3)代入式(6), 并假设 
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对式(6)的优化求解必须满足 
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将式(A1)代入方程式(A2)合并同类项, 可以得到方程 
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假设 31 2 1( 2 )a c c c     e , 31 2 2( 2 )b c c c     e , 
由方程式(A3)可以得到 sj和 tj的解析表达 
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