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非球头刀单触点宽行加工刀具运动优化方法 
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摘  要: 将非球面刀具的单触点宽行加工复杂曲面问题归结为刀具曲面包络特征线在运动变换下逼近设计曲面的曲

面拟合问题, 提出复杂曲面非球面刀具单触点宽行加工的通用刀具运动优化方法—曲面包络逼近原理. 该方法基于

曲面自然活动标架理论, 推导了由刀具曲面和设计曲面运动不变量参数描述的、通用规范的刀具相对工件运动的速

度方程和运动变换矩阵; 分别以加工效率和加工精度最优为目标, 建立了能确保刀具相对工件运动连续光滑的刀位

优化的泛函极值模型. 最后通过一个圆锥面刀具和一个圆环面刀具的数控加工复杂曲面的仿真实例, 论证了文中方

法的精确性、有效性和通用性. 
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Abstract: A universal envelope-approximation theory was presented to generate the sculptured surface by 
strip-width-maximization machining with single point contact using non-ball-end cutters, formulating the prob-
lem of multi-axis sculptured surface machining as that of approximating the cutter surface to the design surface 
under the movement transform. The speed equation and the movement transform matrix is deduced to determine 
the relative motion between the tool and the workpiece by intrinsic differential geometry based on the idea of the 
moving frame. The functional optimized model of the tool positioning was established to enable the relative mo-
tion between the tool and the workpiece to be smooth and continuous, aiming at the highest machining efficiency 
and machining accuracy respectively. Simulated examples demonstrate the improved machining efficiency and 
precision of the envelope-approximation Theory over current published methods. 
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宽行数控加工技术利用多轴联动数控机床的

多自由度运动功能 , 通过适当地调整非球面刀具
的刀位和姿态, 获得最优的加工效率和加工精度. 

这项技术在飞机、汽车、舰船和模具制造等行业都

有着重要的应用前景. 然而, 由于对多轴联动数控
加工中复杂的刀具运动缺乏统一规范的描述方法, 
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加之非球面刀具的刀位规划、精度控制和干涉检查

等问题较球面刀具加工要复杂很多 , 以往这方面
的研究仅限于针对特定类型的刀具 , 采用单刀位
下刀具曲面与工件曲面间的局部结构优化来近似

简化处理刀位规划问题, 没有形成通用的、能真实
地反映实际加工过程的刀具相对工件运动控制优

化理论[1-7].  
近年来 , 复杂曲面非球面刀具宽行加工的研

究主要围绕旋转面刀具、高阶切触逼近、在无简化

设计曲面情况下精确计算曲面整体误差等方面展

开. Zhu等[8-9]提出单个刀位下确保刀具包络曲面与

设计曲面沿刀触点轨迹曲线具有三阶切触的刀位

控制方法 , 其适用于任意回转面刀具以各种方式
加工任意设计曲面; 接着将回转刀具包络曲面描
述为双参数球族包络, 以刀具形状(半径函数)和刀
具路径(刀轴面)控制刀具包络曲面形状, 进而按照
ANSI和 ISO标准, 运用点-曲面法向距离函数理论
建立起 2 种控制设计曲面与包络曲面之间整体结
构误差的离散刀位优化模型[10-11]. Gong 等[12]运用

等距包容原理将刀具包络曲面与设计曲面整体误

差计算转化为轴迹面与设计曲面的等距面的最小

二乘逼近问题 , 并在考虑离散刀位的优化以及端
部约束和无过切约束的前提下 , 研究一般回转刀
具加工非可展直纹面的刀位整体优化方法 . 陈志
同等 [13-14]提出一种宽行端铣加工单调凸或凹的复

杂曲面的刀轨生成统一方法 , 先将刀轨进行离散
化处理, 利用中点法获得优化刀位和行宽, 进而对
刀位进行光顺并保证行宽的均匀性 , 实现了复杂
曲面的高效率的等材料去除数控加工. 邹启晓等[15]

和董雷等[16]将圆柱刀和圆锥刀侧铣非可展直纹面

的理论模型归结为刀具曲面与设计曲面的最佳平

方逼近问题, 从刀具轴线出发, 以被加工曲面的刀
位规划误差为纽带 , 得到刀具曲面上的一条映射
曲线 , 由该曲线表征刀具曲面与被加工曲面的贴
近程度 , 提出了确定刀具位置的最小二乘逼近模
型和解算方法.  

当前的非球面刀具的单触点宽行加工复杂曲

面方法主要存在 3 个方面的问题: (1) 刀具相对工
件的运动描述缺乏通用方法 , 使刀位规划无法实
现从局部到整体的协调优化; (2) 在刀具包络曲面
整体逼近方面采取一些不规范的近似方法 , 使刀
具包络曲面逼近设计曲面的方法缺乏可操作性和

稳定性; (3) 先将刀位规划转化为单个刀位下的刀
具曲面与工件曲面间的优化逼近问题 , 再在各刀
位之间人为附加连续光滑(光顺)条件. 因此, 无法

完全按预定的加工目标要求得到真实反映实际加

工过程的、整体连续光滑的刀具相对工件运动方程. 
这些问题的存在不仅增加了非球面刀具的多轴联

动数控加工复杂曲面刀位规划的复杂程度 , 而且
使其加工精度和加工效率无法提高到其应有的水平.  

针对这些问题 , 本文基于微分几何的曲面自
然活动标架理论 , 提出复杂曲面非球面刀具宽行
加工的通用方法——曲面包络逼近原理. 通过 3个
途径解决上述 3个问题: (1)通过微分几何的曲面活
动标架运动理论 , 推导由刀具曲面和设计曲面运
动不变量描述的、通用规范的刀具相对工件运动的

速度方程和运动变换矩阵 , 由设计曲面本身的几
何结构的连续光滑性保证刀具相对工件运动的连

续光滑特性 , 避免附加人为连续光滑条件缩小可
行域而损失最优解; (2)将非球面刀具的多轴联动
数控加工复杂曲面的刀位规划问题归结为刀具曲

面在运动变换下, 以简单(刀具)曲面(如平面、圆柱
面、圆锥面和各种回转面及螺旋面等)上的定向曲
面片(刀具包络面特征线上的微分流形)为样条曲
线, 按指定的插值条件(刀具包络面与设计曲面沿
刀触点轨迹线具有二阶切触)和精度要求逼近设计
曲面的曲面拟合问题 , 从而可借助自由曲面的有
理样条逼近理论 , 论证曲面的包络逼近原理是一
种精确、规范的刀具包络曲面逼近设计曲面的方法; 
(3)分别以加工效率和加工精度最优为目标, 建立
能确保刀具相对工件运动连续光滑的刀位优化的

泛函极值模型 , 为刀位规划实现从局部到整体的
协调优化创造条件. 求解该泛函极值模型, 可得到
满足预定的加工目标要求 , 真实反映实际加工过
程、整体连续光滑的刀具相对工件运动方程.  

1  曲面的包络逼近原理 

曲面的多项式样条逼近理论是一种以简单(多
项式)函数为基函数近似描述复杂曲面的数学方法, 
它将空间曲面描述为多项式空间样条曲线组成的

线性空间. 多轴联动数控加工中, 刀具曲面通过沿
刀触点轨迹线的空间包络运动, 在每个时刻(运动
位置)包络而成一条特征线, 这些特征线按运动关
系沿刀触点轨迹线在设计曲面(工件)坐标系中分
布形成刀具曲面包络面 , 即刀具曲面包络特征线
的运动空间 . 这样就形成了以包络特征线为样条
曲线、以设计曲面为逼近目标曲面、以刀触点轨迹
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线为曲面逼近边界条件的曲面逼近模型 . 通过控
制刀具相对工件的包络运动关系 , 可以控制包络
特征线及其空间分布 , 从而控制刀具包络曲面逼
近设计曲面的误差, 这就是曲面的包络逼近原理. 
下面从样条(基函数)曲线、插值(边界)条件和逼近
误差估计 3个方面阐述曲面包络逼近理论的内容.  
1.1  包络逼近的样条曲线: 包络特征线描述 

曲面在空间运动中, 在某一瞬时(运动位置)所
产生的包络特征线与曲面在空间的运动方式有关, 
由啮合方程确定 . 曲面在所有运动位置所形成的
包络特征线的集合, 就是包络特征线空间(包络曲
面), 显然, 确定包络特征线的关键是确定曲面在
空间的运动方式 . 为了使曲面的包络逼近理论具
有一般性和通用性 , 有关包络运动的描述将在曲
面的固有坐标系——曲面活动标架下进行 , 由曲
面的运动不变量来表示 , 而与其他坐标系和参数
无关.  
1.1.1  活动标架沿曲面和曲面上的曲线运动的描述 

将微分几何的活动标架理论运用于刀具曲面

相对设计曲面的运动描述 , 可以建立刀具曲面包
络运动与刀具曲面和设计曲面局部运动不变量参

数的直接关系 , 形成通用规范的刀具相对工件运
动的描述方法 , 为实现刀位规划从局部到整体的
协调优化提供便利[17].  

定理 1. 如图 1 所示, 设有(刀具)曲面 :t t r  
2( , )t t tu C r , 其参数 ,t tu  构成正交参数网, 则在

曲面 t 上任意一点  ,tM tMM u  取定了一个右手

单位正交活动标架场 
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图 1  曲面活动标架沿曲面的运动描述 

 
其中, 方阵是活动标架 ftS 绕点M 转动的角速度矢

量 t 的方阵形式, 写成矢量形式为 
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的运动不变量参数.  
定理 2. 如图 2 所示 , 设 pL 是 (设计 )曲面

2: ( , )p p p p pu C  r r 上的一条 (刀触点轨迹 )曲

线 , 其方程为 ( ( ), ( ))pM pM pM p pM pu s sr r , ps 为

曲线 pL 的弧长参数; 曲线 pL 上任意一点 M 的单

位切矢为  , 曲面在该点的单位法向量为 pMn , 

则在曲线 pL 上点 M 处取定了一个右手单位正交

活动标架场 ;fp pM pMS M  n n    . 当

M 沿 pL 以速度
d
d
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V  相对于设计曲面 p 固

结的坐标系        ;p p p p
pS O x y z 
  (工件坐标

系)移动时, 活动标架 fpS 也随之移动并绕M 转动 . 

由微分几何的曲面论的基本定理 , 活动标架 fpS

的相对坐标系 pS 运动(坐标轴单位矢量矢端速度)

方程为 
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其中, 方阵是活动标架 fpS 绕点M 转动的角速度矢

量 p 的方阵形式, 写成矢量形式为 
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g ,  p

n 分别是曲面 p 在点 M 沿 方向的短程

挠率和法曲率 ,  p
g 是曲面 p 在点 M 沿  方向

的短程曲率; 它们都是曲面 p 上的曲线 pL 的运动

不变量参数.  
 

 
 

图 2  曲面活动标架沿曲面上的曲线运动的描述 
 

定理 1和定理 2都源于微分几何的曲面活动标
架理论 , 它们在曲面和曲面上的曲线的自然坐标
系(活动标架)下, 以曲面和曲面上的曲线的运动不
变量参数分别描述了刚体(活动标架)沿曲面和曲
面上的曲线的运动; 同时又从刚体运动学的角度
描述了曲面和曲面上的曲线的微分结构 , 建立了
刚体(活动标架)沿曲面和曲面上的曲线的运动与
曲面和曲面上的曲线的微分结构的直接联系 , 为
刀具曲面展成复杂曲面的包络运动描述提供了一

种通用而方便的方法.  
1.1.2  刀具曲面与其包络面的相对运动速度 

以曲面 t 为刀具曲面, p 为待加工的设计曲

面, pL 为 p 上的一条刀触点轨迹线. 将图 1 和图

2所示的 2个曲面及其附属活动标架、曲线和坐标
系等“装配”在一起 , 使两曲面相切于点 M , 形成
刀具曲面 t 加工复杂曲面 p 的示意图, 如图 3 所

示, 即刀具曲面 t 通过相对于设计曲面 p 的运动

 包络出曲面 g . 图 3中, gL 是形成包络曲面 g

的包络特征线 . 因此 , 在刀具曲面 t 沿刀触点轨

迹线 pL 相对设计曲面 p 运动的任意时刻 , 曲面

t 与 g 相切于 gL , gL 和 pL 交于点 M . 适当地控

制刀具曲面 t 相对设计曲面 p 的运动 , 使刀具

曲面始终在 pL 上一点 M 处与设计曲面 p 作单触

点切削, 则刀具曲面 t 在包络运动 下所形成的

包络曲面 g 沿刀触点轨迹线 pL 与设计曲面 p 相

切. 由定理 1 可知坐标系 tS 相对活动标架 ftS 的角

速度 p , 由定理 2 可知活动标架 fpS 相对坐标系

pS 的角速度 t , 而由图 3 可知活动标架 fpS 相对

活动标架 ftS 的角速度为
d
dtp tMt


 n , 故曲面 t

相对曲面 g (或 p )的包络运动 的角速度为 

  
      
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(5)

 

由同样的分析方法可知, 在 M 点处, 曲面 t 相对

曲面 g 的速度为 

1 2

1 2

d d
d d

d dd d
d d d d

tM tM
Mtp Mp Mt

p ptM tM

p p

u
t t

s su
t s s t




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(6)

 

按式(6)的方式 , 将式(5)中的
d
d

ps
t
因子提出来 , 并

将之指定为基准速率, 不失一般性, 令
d

1
d

ps
t
 , 消

除时间参数 t, 则在曲面 t 上任意点  t tP u , , 曲

面 t 相对曲面 g 的速度函数可表示为 

 
 

d d d, , , , , ,
d d d

tM tM
tp tM tM p t t

p p p

ft
tp t Mtp

u
u , s u ,

s s s
   

 
  

 

 

V

r V

 

(7)

 

其中,  ft
tr 表示点  t tP u , 在活动标架 ftS 下的位置

矢量; 是 ftS 和 fpS 之间的夹角, 如图 3所示.  

显然 , 如果按式(5)~式(7)控制刀具相对工件
的运动 , 则刀具曲面 t 的包络曲面 g 与设计曲

面 p 沿刀触点轨迹线 pL 相切(因为上述 3 个曲面

t , g 和 p 在任一刀触点M 的法矢都始终重合), 

故曲面 g 在曲线 pL 上的每一点 M 沿曲线 pL 的单

位切矢  方向与设计曲面 p 有相等的短程挠率

 p
g 、法曲率  p

n 和短程曲率  p
g . 由于刀具曲面 
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图 3  刀具曲面沿刀触点轨迹线的相对运动 
 

t 和设计曲面 p 都是二阶以上连续可微曲面, 因此 

不仅保证了按式(5)~式(7)所描述的运动 的光滑
连续性, 而且完全按刀具曲面 t 和设计曲面 p 的

结构要求确定了运动 的可行域, 从而可以摆脱
诸如加工机床结构等外部条件的限制 , 完全按刀
具曲面 t 的结构特点和设计曲面 p 的结构要求建

立刀具相对工件运动的全局优化模型.  
实际上, 运动 也代表一种从曲面 t 到曲面

g 的运动变换. 如果刀具曲面 t 是一种结构比较

简单的曲面(如平面、圆柱面、圆锥面和各种螺旋
面等), 那么通过控制这种变换就可能包络出(张成)
结构复杂的曲面族(空间) g ; 而通过优化运动变

换参数 , 可以在这个曲面族中优选出一曲面 g , 

使其沿指定的刀触点轨迹线 pL 与设计曲面 p 相

切, 且在曲线 pL 上的每一点沿任意方向的短程挠

率和法曲率均相等(即为插值条件)并以指定(最小)
的(拟合)误差逼近设计曲面. 这就是包络逼近原理.  
1.1.3  从曲面 t 到其包络曲面 g 的运动变换 

由图 3 可知, 从曲面 t 到曲面 g 的坐标变换

路径如图 4中虚线上面部分的路径所示, 运动变换
齐次矩阵 fttM , fpftM , pfpM 的意义如图 4 所示, 

它们完全由刀具曲面 t 和设计曲面 p 沿刀触点

轨迹线 pL 的曲面运动不变量参数来描述, 以基于

曲面活动标架的内蕴微分几何学的方法设计了展

成曲面 g 时刀具相对工件的运动 . 在这种运动

描述方式中,  完全由曲面 t 和设计曲面 p 的微

分几何结构确定. 如图 3和图 4可知, 从曲面 t 到

设计曲面 p 的变换矩阵为 

 pt pfp fpft fttM M M M  (8) 

其中,  
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需要说明的是, 

   

     
T

,

, , , 1

t
tM tMtM

tM tM tM tM tM tM tM tM tM

u

x u y u z u



  



 
   

r
 

表示曲面 t 上任意点 M 在刀具坐标系 tS 中的位
置矢量函数 , 此 M 点与曲面 p 上的曲线 pL 上的

M 点关于运动 共轭.  

  ( )p
ppM s r  

T
( ) ( ) ( ) 1pM p pM p pM px s y s z s    

表示曲线 pL 在工件坐标系        ;p p p p
pS O x y z 
 

中的矢量参数方程, 也是曲面 p 上的曲线 pL 上的

M 点的位置矢量函数. 
另外, 必须说明的是, 图 4中虚线下面部分的

坐标变换路径是在多轴联动数控机床上实现刀具

包络运动的坐标变换路径. 其中, 

       ;m m m m
mS O x y z 
   

是与机床机架固结的机床固定坐标系 , 这个坐标
变换路径中的运动变换齐次矩阵 mtM 和 pmM 完全

由具体加工曲面的机床结构参数和加工软件中设

置的加工参数确定. 图 4中, 虚线上下 2个坐标变
换路径完全等效, 一个直接由刀具曲面 t 和待加

工的设计曲面 p 沿刀触点轨迹线 pL 的曲面运动

不变量参数来描述 , 在刀具包络运动设计方面通
用而简便; 一个由具体加工曲面的机床结构参数
和加工软件中设置的加工参数描述 , 在刀具包络
运动实现方面实用而又针对性强 . 这种将多轴联
动数控加工复杂曲面过程中 , 刀具相对工件运动
的设计和实现分别如图 4这样分开考虑、综合实现
的方法, 正是本文方法的优势和特色.  
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图 4  从刀具曲面 t 到刀具包络曲面 g 的坐标变换路径 

 
 

1.1.4  刀具曲面包络的曲面运动不变量参数描述 
式(5)~式(8)是由刀具曲面和设计曲面运动不

变量参数描述的刀具曲面包络运动 , 将之应用
于刀具曲面包络面的描述 , 便得到刀具曲面和设
计曲面运动不变量参数描述的刀具曲面包络特征

线和包络曲面.  
由啮合方程和相对运动变换关系, 曲面 t 的

包络面 g 在与设计曲面 p 固结的坐标系(工件坐

标系)        ;p p p p
pS O x y z 
 

下的方程为 

 
   

0

p t
g pt t

t tp
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

 

r M r
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 (9) 

其中 ,           T1t
t t t t t t t t t t t tu , x u , y u , z u ,   r

表示刀具曲面 t 上任意点 P在刀具坐标系 tS 下的

位置矢量函数;  t t tu ,N 是曲面 t 上任意一点 P

处单位法矢的矢量函数, 此点 P 是曲面 t 上不同
于点M 的另一任意点, 如图 3所示.  

对式(4)~式(9)的分析可知 , 式(9)所确定的刀
具包络面 g 是由曲面 t 、曲线 pL 与 p 的相应运

动不变量参数  tM pu s 和  tM ps 及 来描述的 , 

它与设计曲面 p 沿刀触点轨迹曲线 pL 相切, 这使

得有可能在不考虑诸如加工机床具体结构等外部

因素的情况下 , 建立刀具相对工件的运动优化模
型 , 使刀具包络曲面相对设计曲面沿刀触点轨迹
曲线 pL 满足预定的局部结构要求(插值条件); 同

时, 在刀触点轨迹曲线 pL 以外的大范围区域, 使

刀具包络曲面相对设计曲面的误差全局最小 , 从
而实现刀位规划从局部到整体的协调优化 . 下面
讨论在包络运动 满足式(5)~(8)的情况下: (1) 如
果适当调整待定参数  , 则可以进一步使刀具曲
面包络面 g 在刀具曲面 t 和设计曲面 p 的公切

平面上沿刀触点轨迹线 pL 的切线的垂直方向( 方

向)的法曲率  g
n 与设计曲面 p 沿同一方向的法

曲率  p
n 相等; 再结合刀具包络曲面 g 与设计曲

面 p 沿刀触点轨迹曲线 pL 相切的条件, 就得到刀

具包络曲面 g 与设计曲面 p 在曲线 pL 上的每一

点沿任意方向的短程挠率和法曲率均相等的插值

条件 . (2)适当调整运动不变量参数 ( )tM pu s 和

( )tM ps 可以实现在刀触点轨迹曲线 pL 以外的大

范围区域 , 刀具包络曲面相对设计曲面的误差全
局最小.  
1.2  g 逼近 p 的插值边界条件 

要比较刀具包络曲面相对设计曲面的误差 , 
必须先指定它们之间在空间上相对的位置关系 . 
对于不同的加工(逼近)方法和不同的曲面加工要
求, 刀具曲面包络曲面 g (实际加工曲面)相对设

计曲面 p 可以有不同的位置关系, 它实际上反映

的是两曲面之间局部结构的关系 . 从曲面逼近的
观点来看 , 这就是刀具包络曲面逼近相对设计曲
面的插值边界条件 , 即以往同类研究中的约束条
件[8-9].  

如前文所述 , 非球面刀具展成复杂曲面的问
题实质上是一类曲面插值逼近问题. 理论上, 其插
值条件可以指定为任何需要精确保证的重要几何

结构及其尺寸. 例如, 在以单点切触方式加工曲面
中 , 通常将沿刀触点轨迹线的几何局部结构作为
必须精确保证的插值条件. 当然, 有的曲面加工对
于曲面局部结构并无精确的要求 , 如以多点切触
方式加工曲面[5]时, 允许过切现象的出现, 刀具包
络曲面将与设计曲面相交. 此时, 刀具包络曲面逼
近相对设计曲面的插值边界条件就是这 2 个曲面
的交线. 因此, 这种情况下的宽行加工方法也同样
可以用本文所述曲面包络逼近方法论述 . 下面仅
针对单点切触加工复杂曲面的情形讨论.  

将沿刀触点轨迹线的几何局部结构作为必须

精确保证的插值条件 , 使刀具曲面包络面与设计
曲面沿刀触点轨迹线相切 , 且两者在曲线上的每
一点沿任意方向的短程挠率和法曲率均相等 . 这
不仅能使实际加工曲面在刀触点轨迹线周围的给

定行宽范围内以最小误差逼近设计曲面 , 而且能
避免局部曲率干涉 (local gouging)和过切 (rear 
gouging)对设计曲面造成的破坏.  

如图 3 所示, 是刀具曲面和设计曲面(刀具
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包络曲面)活动标架的夹角, 其在任一时刻的取值
理论上可以与刀具曲面和设计曲面的几何结构无

关(因为两曲面的微分结构本来就可以没有任何关
系), 而可以任意指定, 以满足加工所要求保证的
重要几何结构及其尺寸(插值条件). 下面证明: 如
果把刀具包络面 g 与设计曲面 p 沿曲线 pL 相切, 

且两者在曲线 pL 上的每一点沿任意方向的短程挠

率和法曲率均相等指定为 g 逼近设计曲面 p 的

插值条件, 则 也可以由曲面 t 、曲线 pL 与 p 的

相应运动不变量  tM pu s 和  tM ps 来描述.  

图 5所示为刀具曲面 t 展成刀触点轨迹线 pL

上任一点 M 时 , 刀具曲面 t 和设计曲面 p 公切

平面上的情形. 当展成刀具包络曲面 g 的包络运

动 满足式(5)~式(8)时, 如果刀具包络面 g 与设

计曲面 p 沿曲线 pL 相切 , 且两者在曲线 pL 上的

每一点沿任意方向的短程挠率和法曲率均相等 , 
则沿特征线 gL 的切线方向 m 的曲面, g 和 p 的

法曲率    , ,i
nm i t g p  和短程挠率    , ,i

gm i t g p  关

系为 

       t g p
nm nm nm     (10) 

       t g p
gm gm gm     (11) 

 

 
 

图 5  活动标架 ftS 和活动标架 fpS 的位置关系 
 

另外, 由欧拉-贝特朗公式, 对于刀具曲面 t , 

       2 2
1 1 1 11 1 2cos 2 sin cos sint t tt

nm n g n           

 (12) 
          2 2

1 1 1 11 2 1sin cos cos sint t tt
gm n n g             

 (13) 
其中,  t

gi ,  t
ni 分别是曲面 t 在点 M 沿 ( 1,2)i i e

方向的短程挠率和法曲率.  

对于设计曲面 p , 也就是刀具曲面包络面

g (插值边界条件), 

       2 2
2 2 2 2cos 2 sin cos sinp p p p

nm n g n             
     (14) 

          2 2
2 2 2 2sin cos cos sinp p p p

gm n n g               

 (15) 
其中,  p

n 是设计曲面 p , 同时也是刀具曲面包

络面 g 在刀具曲面 t 和设计曲面 p 公切平面上

沿刀触点轨迹线 pL 的切线的垂直方向( 方向)的

法曲率. 如图 5所示, 有 

      2 1, , ,tM tM p tM tM pu s u s       (16) 

由式(10)~式(15)可以求出  1 tM tMu ,  ,  2 ps , 

把它们代入式 (16), 可将 表达为内蕴参数 tMu , 

tM , ps 的函数 , 即当刀具曲面包络运动方程式

(5)~式(8)中的待定参数 满足方程式(10)~式(16)时, 
刀具包络面 g 与设计曲面 p 沿曲线 pL 相切, 且

两者在曲线 pL 上的每一点沿任意方向的短程挠率

和法曲率均相等.  
需要进一步说明的是: 当刀具曲面按式(5)式~

式 (8)作包络运动时 , 刀具包络面 g 与设计曲面

p 沿曲线 pL 相切, 即刀具包络面 g 在曲线 pL 上

的每一点 M 沿曲线 pL 的单位切矢  方向与设计

曲面 p 有相等的短程挠率  p
g , 法曲率  p

n 和短

程曲率  p
g ; 当式(5)~式(8)中的待定参数 满足

式(10)~式(16)时 , 刀具包络面 g 将进一步满足包

络逼近的插值边界条件, 即刀具包络面 g 与设计

曲面 p 沿曲线 pL 相切 , 且两者在曲线 pL 上的每

一点沿任意方向的短程挠率和法曲率均相等.  
将上述方法中求得的 分别代入式(7)(8), 求

得在任意点  t tP u , 处曲面 t 相对曲面 g 的速度

函数和从曲面 t 到曲面 g 的变换矩阵函数, 再将

式(7)(8)代入式(9)并消去参数 tu , 就得到刀具曲面

t 在运动 下的包络曲面 g 在与设计曲面 p 固

结的坐标系(工件坐标系) ( ) ( ) ( ) ( )[ ; ]p p p p
pS O x y z       下

的矢量函数方程 

   d d, , ,
d d

p tM tM
g g tM tM p t

p p

uu , s ,
s s

 
 

   
 

r r  (17) 
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由式(17)可知, 刀具曲面 t 按式(7)(8)描述的运动
 相对设计曲面 p 运动时, 包络出的曲面 g 是一

个以 ( )p ts , 为曲纹坐标参数的曲面族, 这个曲面族

中的所有曲面与设计曲面 p 沿刀触点轨迹曲线 pL

相切, 且两者在曲线 pL 上的每一点沿任意方向的

短程挠率和法曲率均相等; 而在刀触点轨迹线 pL

以外的曲面区域 , 曲面族中的曲面 g 与设计曲面

p 存在不同的误差 . 式(17)中 , 参数 t 和 ps 是曲

面 g 的曲纹坐标参数,  tM pu s 和  tM ps 是形成

曲面族的可变参数. 因此, 有可能通过进一步优化
刀具相对工件的运动式(7)(8), 确定运动不变量参

数  tM pu s 和  tM ps , 即确定包络运动 下的刀

触点轨迹线 pL 在刀具曲面 t 上的共轭曲线, 以实

现在刀触点轨迹曲线 pL 以外的大范围区域刀具包

络曲面相对设计曲面的误差全局最小; 进而从上
述曲面族中优选出一个与设计曲面 p 误差最小的

曲面 g 作为刀具曲面 t 的包络曲面(实际加工曲

面). 下面阐述包络逼近理论中包络曲面(实际加工
曲面)与设计曲面之间误差估算的方法, 作为实际
加工运用的理论基础. 

 

 
 

图 6  刀具包络面 g 沿接触线 gL 与曲面 p 的偏差 

 
1.3  刀具曲面 t 的包络面 g 逼近 p 时的误差 

为了图示方便, 假定已从式(17)所示的包络曲
面族中优选出刀具曲面包络面 g 如图 6 所示, 它

必定与设计曲面 p 沿刀触点轨迹曲线 pL 相切, 且

两者在曲线 pL 上的每一点沿任意方向的短程挠率

和法曲率均相等 . gL 是组成 g 的过 pL 上任意点

M 的包络特征线, gQ 是其上任意一点, 过此点作

曲面 p 的垂线交曲面 p 于 pQ . 那么 , gQ 点处曲

面 g 相对曲面 p 的偏差 k 为 

   
   

 

,

d d, , , ,
d d

,

p
k p k p p p p g

p p tM tM
g p g tM tM p t

p p

p p p

u

u
u s ,

s s

u

  


 



  

 
    

 

N N Q Q

r r r

r

 

(18)

 

其中 ,  p p pu ,N 是曲面 p 上任意一点 pQ 处单

位法矢的矢量参数方程. 显然, 如果选定了点 gQ , 

即按式(17)确定了矢量  p
gr , 则式(18)所表达的 3

个标量方程可以求解参数 pu , p 和 k , 并表示为 

 d d
, , ,

d d
tM tM

p p tM tM p t
p p

u
u u u , s ,

s s


 
 
  
 

 (19) 

 d d
, , ,

d d
tM tM

p p tM tM p t
p p

u
u , s ,

s s


   
 
  
 

 (20) 

 

d d, , ,
d d

tM tM
k k tM tM p t

p p

uu , s ,
s s

   
 

   
   

(21)
 

式(19)(20)确定了刀具曲面包络面 g 上任意一点

gQ 的曲纹坐标 ( )p ts , 与设计曲面 p 的点 pQ 曲纹

坐标  p pu , 之间的映射关系 , 而式(21)又确定了

点 gQ 和 pQ 之间的偏差 k . 式(19)~式(21)实际上

确定了实际加工曲面, 即刀具曲面的包络曲面 g

与加工目标曲面, 即设计曲面 p 之间的映射关系,

为刀具曲面的包络曲面族(空间) g 逼近加工目标

曲面 p 打下了理论基础. 至此, 完整阐述了刀具

曲面 t 通过运动变换 逼近设计曲面 p 的包络

逼近原理. 下面将应用曲面包络逼近原理, 分别以
加工效率最高和加工误差最小为优化目标 , 获得
优化的刀具运动.  

2  非球面刀具宽行数控加工 2 类问题的数 
学模型 

在宽行数控加工的工程实践中 , 加工精度和
加工效率的控制问题始终是数控加工技术领域的

2 类核心问题. 其中, 数控加工的精度(误差)计算
和控制问题可以由式(21)来解决; 而数控加工的效
率的计算和控制问题与数控加工的行宽的计算有

关, 但行宽不是一个规范正式的数学概念. 下面先
将数控加工中的行宽定义为一种曲面的内蕴运动

不变量 , 并给出其计算方法 ; 然后以数控加工的 
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精度和效率最优为目标 , 建立刀具运动的优化控
制模型.  
2.1  数控加工中行宽的定义和计算方法 

图 7 所示为单触点宽行加工复杂曲面的情形, 
在任意刀触点 M 处 ,  刀具曲面展成包络面(特征
线) gL . 对于刀具曲面包络面 g , 在刀触点轨迹

线上 pL 的每一个刀触点 M 处 (曲纹坐标为 ( ps ,  

)tM )都有唯一的 ps 坐标值, 并对应唯一的包络特

征线 gL , 即曲面 g 的 t 线. 设  1
gQ 和  2

gQ 是包络

特征线 gL 上分别位于刀触点 M 的两侧的两点, 其
对应的曲纹坐标可分别设为 1( , )p tM ts   (位于点

M 的右侧 1 0t ≥ ), 2( , )p tM ts   (位于点 M 的左侧

2 0t ≥ ), 曲线 gpL 、点  1
pQ 和  2

pQ 分别是曲线 gL , 

点  1
gQ 和  2

gQ 在曲面 p 上的投影. 若 gL 上点  1
gQ

和  2
gQ 之间的各点到曲面 p 的距离 k 均不大于指

定误差  , 那么, 曲面 p 上的曲线 gpL 在点  1
pQ 和

 2
pQ 之间的弧长   1 2

ps 就是宽行加工中在误差  下

刀具位于刀触点 M 处展成曲面时的所谓行宽, 显
然, 必须在指定加工精度的条件下才能度量行宽. 
当指定加工误差 k ≤ 时, 刀具在每个刀触点 M
处展成曲面时的行宽并不相等.  

如图 7 所示, 曲线 gpL 、点  1
pQ 和  2

pQ 分别是

曲线 gL 、点  1
gQ 和  2

gQ 在曲面 p 上的投影, 这种投

影关系实际是由式(19)(20)确定的. 曲面 g 任意一点

gQ (当然包括点  1
gQ 和  2

gQ )在曲面 p 上的投影点

pQ (  1
pQ 和  2

pQ )的曲纹坐标可由式(19)(20)计算, 而

将式 (19)(20)代入设计曲面 p 的参数方程 p r  

( , )p p pu r 中 , 即得到曲面 g 在曲面 p 上的投影

的方程 

 

d d( , , , , , )
d d

d d( , , , , , ),
d d

d d( , , , , )
d d

tM tM
gp gp tM tM p t

p p

tM tM
p p tM tM p t

p p
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p p

u
u s

s s

u
u u s

s s

u
u , s

s s


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
 


  

 






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

r r
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(22)

 

其中, 固定参数 ps 不变, 则得到曲线 gpL 的参数方

程 . 故曲线 gpL 在点  1
pQ 和  2

pQ 之间的弧长   1 2
ps , 

即行宽为 

 
  1 2 dtM t1

tM t2

gp
p t

t
s

 

 











r

 (23) 

 
图 7  宽行数控加工的 2类问题的数学模型 

 

实际加工中, 设计曲面 p 的曲纹坐标 ( , )p pu 

通常是正交的. 在这种情况下, 式(23)可以简化为 

  
2 2

1 2 dtM t1

tM t2

p p
p p p t

t t

u
s E G

 

 




 




    
        
  (24) 

其中, ,p p
p p

p p
E G

u 
 

 
 

r r
, 它们是曲面 p 的第

一类基本量. 当宽行加工的误差指定不能超过  时, 
由式(21)可知, 式(23)(24)的积分上下界中的 1t 和 

2t 分别是方程 

 1
d d( , , , , , )
d d

tM tM
k tM tM p tM t

p p

u
u s

s s


     
 

(25) 
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tM tM
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p p

u
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     
 

(26) 

的解(如图 7 所示). 其中,  是加工所要求的加工
误差 . 这样 , 行宽被定义为设计曲面 p 上的曲线

弧长, 并按式(23)计算. 但由于刀具在每个刀触点
M 处展成曲面时的行宽并不相等, 因此它无法作
为刀具运动整体优化的目标函数.  
2.2  以效率为目标的刀具运动优化模型 

在工程实践中 , 与前文所述曲面逼近问题相
关的复杂曲面单触点数控加工问题主要有 2类: 第
1 类以加工效率最高为目标. 如图 7 所示, 给定实
际加工曲面(刀具曲面包络面 g )和设计曲面 p 的

误差要求 k ≤ , 在满足此偏差要求的条件下 , 
通过确定恰当的运动变换 使刀具曲面包络面 g

在最大范围内逼近设计曲面 p ,即加工效率最高

问题. 这类问题的数学模型描述如下: 

由于满足精度条件 k ≤ 时 , 刀具在每个刀
触点 M 处展成曲面时的行宽不可能都相等, 因此
分别以每个刀触点处的行宽最大为优化目标 , 确
定的刀具运动将可能不连续 , 无法在实际加工中
实现 . 但是 , 以所有刀触点处的行宽范围内曲线
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gpL 的集合所形成的曲面面积(如图 7 阴影部分所

示)最大为优化目标, 可确保获得连续光滑的刀具

运动 [18]. 于是 , 在给定两曲面的误差要求 k ≤

的情况, 刀具曲面包络面 g 以最大投影面积逼近

设计曲面 p 为目标的最优化问题数学模型的目标

函数为 



2 1

1 2

2 1/2

max d ([( ) ( ) ]

[( ) ( ) ] [( ) ( ) ] ) d

p tM t

t tp tM t

p p t p

s
p gp gps

gp s gp s gp gp s t

S s
 

  

 





 


  

  r r
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其中,    ,
t p

gp gp
gp gp s

t ps 
 

 
 

r r
r r ; 1ps 和 2ps 分别

是刀触点轨迹起始点 1M 和终点 2M 的弧长坐标.  
为了保证曲面 g 从目标曲面 p 的外侧逼近

目标曲面 p , 避免过切(rear gouging)破坏, 需加上

约束条件 
d d( , , , , , ) 0
d d

tM tM
k k tM tM p t

p p

uu s
s s

    ≥  
(28) 

式(25) (26) (28)构成此类优化模型的约束条件.  
2.3  以精度为目标的刀具运动优化模型 

复杂曲面单触点数控加工的第 2 类问题是以加
工误差最小为目标. 如图 7 所示, 在设计曲面 p 上

给定曲面边界 1pL 和 2pL , 要求在该边界内, 通过确

定恰当的运动变换 使刀具曲面包络面 g 以最小

误差逼近设计曲面 p ,即加工精度最高问题. 这类

问题的数学模型描述如下: 

设点  1
pQ 和  2

pQ 是位于 pL 两侧的设计曲面 p

边界上 1pL 和 2pL 的任意 2 个点, 设计曲面 p 在点

 1
pQ 和  2

pQ 处的法线分别交包络面 g 于点  1
gQ 和

 2
gQ , 曲面 g 在其任意点与目标曲面 p 的偏差可

由式(18)求得. 对于单点切触的加工方式, 沿包络
特征线 gL 各点处曲面 g 与设计曲面 p 的偏差随

该点到刀触点的距离的增加而单调增加, 其中, 设

计曲面 p 边界上的 2 点  1
pQ 和  2

pQ 所对应的偏差

 1
maxk 和  2

maxk 最大(如图 7 所示). 只有同时控制
 1

maxk ,  2
maxk 最小, 才能保证曲面 g 逼近目标曲面

p 的精度最高. 但是, 每一条特征线对应的  1
maxk , 

 2
maxk 是不相同的, 若逐一控制每一条特征线对应的
   1 2

max maxk k  , 使之最小, 满足控制条件的刀具运动

将可能是不连续光滑的. 因此, 为得到连续光滑的

刀具运动 , 应该以偏差  1
maxk 和  2

maxk 分别沿曲面

边界 1pL 和 2pL 的平均值之和最小为优化目标. 故

包络面 g 逼近目标曲面 p 的最优模型如下: 

目标函数 

    

   
1 2

1 2

1 2
1 2max max

1 2

d d
min

d d
p p

p p

p pk kL L

p pL L

s s
F

s s

  
   
 
 

 
 

 (29) 

约束条件  
d d( , , , , , ) 0
d d

tM tM
k k tM tM p t

p p

uu s
s s

    ≥  (30)
 

约束条件式(30)保证曲面 g 从设计曲面 p 的外侧

逼近设计曲面 p , 避免产生过切现象. 式(29)中的

1ps 和 2ps 分别是边界曲线 1pL 和 2pL 的弧长坐标.  

通过求解由式(25)~式(28)或式(29)(30)构成的

优化模型可以确定函数  tM pu s 和  tM ps , 从而

由式(7)(8)得到满足优化目标的连续光滑的刀具相
对工件的运动方程和变换矩阵方程.  

必须指出, 式(27)或式(29)描述的优化模型是

一类以函数  tM pu s 和  tM ps 及其一阶导数

d d,
d d

tM tM

p p

u
s s


为待定函数的泛函极值模型, 而不是

函数极值模型 . 在满足刀具包络曲面与设计曲面
逼近的插值条件后 , 可用于优化刀具相对工件运
动 , 控制刀具包络曲面与设计曲面整体误差的变

量用于确定刀位的 2 个函数  tM pu s 和  tM ps , 

即包络运动 下的刀触点轨迹线 pL 在刀具曲面

t 上的共轭曲线, 这种共轭关系实际上确定了每
个瞬时刀具与工件(设计曲面)的相对位置, 是上述
运动优化模型的实质 . 由泛函分析的有界线性算
子理论 , 可以证明满足式 (27)或式 (29)的函数

 tM pu s 和  tM ps 是连续光滑的 [18]. 从而 , 保证

由此确定的刀具相对工件的运动方程和变换矩阵

方程也是连续光滑的.  
必须说明的是 , 上述复杂曲面宽行加工的泛

函极值模型主要适合于单调凸(或凹)的大型敞口
平坦曲面且加工误差和行宽要求较小的情形 , 对
于既凹又凸的复杂曲面 , 则可以将该曲面划分为
单调凸和单调凹 2个部分, 分别按上述方法进行处
理. 对于曲面加工问题中出现的其他复杂情形, 如
刀具曲面干涉(global collision)、加工误差或行宽 
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出现畸变(非均匀)等, 则需根据实际情况, 在前述
泛函极值模型中增加相应的约束条件 , 但本文所
述曲面自然活动标架下以曲面运动不变量描述和

控制刀具相对工件运动的方法仍可适用 . 限于篇
幅, 在此不再赘述.  

3  仿真实例 

例 1. 以一螺旋桨叶片曲面为例, 在 Matlab上
进行模拟加工, 并将计算结果与文献[7]中的加工
方法(二阶泰勒逼近法)进行比较, 验证包络逼近原
理的有效性和精确性.  

设计曲面 p (螺旋桨叶片)以离散点拟合为自

由曲面, 如图 8 所示*型线表示刀触点轨迹线 pL , 

即为包络逼近的插值条件: 按本文方法得到的刀
具包络面 g 与 p 沿刀触点轨迹曲线 pL 相切, 且

两者在曲线 pL 上的每一点沿任意方向的短程挠率

和法曲率均相等(插值条件); pL 两侧的•型线分别

表示取定的宽行加工区域的边界线 1pL 和 2pL , 它

们是设计曲面 p 上与刀触点轨迹线等距的 2 条参

数曲线, 其距离弧长(即行宽)12.23 mm. 圆锥曲面

刀具半锥角 22.5   , 底圆半径 R=150 mm, 高度
H= 32 mm, 为了最大限度地降低加工误差, 这些
刀具曲面参数是按如下方式获得的: (1)避免刀具
曲面与设计曲面局部干涉; (2)刀具曲面的中间点
与设计曲面 p 在刀触点轨迹线 pL 的中间(感兴趣)

点 M 处相切时 ,  刀具曲面与设计曲面偏差最小 . 
图 9 所示为模拟加工的结果, 图 10 所示为加工时
刀触点 M 附近的情形: 包络特征线 gL 与刀触点轨

迹线 pL 及其在刀具曲面上的共轭线 tL 相交于刀触

点 M , 表明刀具与工件在宽行加工过程中处于正
确的相对位置. 图 11 所示为沿取定的加工区域边
界线 1pL 和 2pL 刀具包络曲面对设计曲面的误差变

化 , 表明在取定的边界线上每一点加工误差都是
不同的; 同一刀位在 2条边界线上的加工误差一般
不能保证同时最小 , 但两者之和却变化不大 . 图
12 以拓扑图的形式显示了在取定的宽行加工区域
内二阶泰勒逼近法 [7]和曲面包络逼近法得到的刀

具包络曲面与设计曲面之间的误差分布. 图 13 比
较了在相同的加工误差(ε= 0.01 mm)情况下, 2 种
方法沿相同的刀触点轨迹展成设计曲面时的加工

带宽的变化. 图 12和图 13表明, 与二阶泰勒法相
比, 在相同的加工误差和加工范围要求下, 包络逼 

 
 
图 8  p 和 pL 及取定的加工区域边界线 1pL 和 2pL  

 

 
 

图 9  模拟加工的结果 
 

 
 

图 10  放大后刀触点附近的情形 
 

 
 

图 11  沿 1pL 和 2pL 刀具包络曲面与设计曲面的误差 
 

近法在加工行宽和精度方面提高明显 . 这主要是
因为二阶泰勒法对设计曲面采取了二阶近似 , 将
其在刀触点附近的曲面结构统一近似表达为椭圆抛

物面, 没有真实地考虑刀触点以外行宽区域内曲面
实际的逼近情况; 而包络逼近法完全按照设计曲面 
的真实几何结构 , 在刀触点轨迹线上满足插值条
件的基础上, 精确计算刀具包络曲面与设计曲面 
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图 12  包络逼近法和二阶泰勒逼近法加工得到曲面与
设计曲面的误差分析拓扑图 

 

 
图 13    =0.01 mm下 2种方法行宽比较 

 

在刀触点轨迹以外区域的误差; 并以误差最小或
行宽最大为目标确定刀具相对工件的运动 , 加之
刀具曲面的结构参数也是按与所加工的曲面偏差

最小的原则来设计和确定. 因此, 包络逼近法较二
阶泰勒法在加工精度和效率方面具有明显的优势. 

例 2.  通过文献[9]中的一个圆环刀具加工螺
旋面的仿真算例 , 验证曲面包络逼近法的正确性
和有效性. 该螺旋面的参数方程为  

  

cos sin

, sin cos

a uu v a u v
a u

a uS u v u v a u v
a u

pv

  
      

 
          

  

 (31)  

, 6 mm 8 mm,0 1u v其中  ≤ ≤ ≤ ≤ . 
螺旋面参数为 a=10 mm, p=100 mm, 选定
2u   所确定的参数曲线为刀触点曲线 . 设计曲

面及其刀触点轨迹线如图 14 所示, 其中, 圆环刀
的环心圆半径 R=10 mm, 圆角半径为 2.5 mm. 图
15 所示为是按包络逼近法确定的刀位和姿态加工
设计曲面的仿真结果. 

为验证本文方法的加工精度和加工效率 , 首
先按第 1类优化模型(即以行宽最大为优化目标)分
别计算给定加工误差为ε= 0.005 mm和ε= 0.01 mm
时的最大加工行宽 , 并与已有的加工方法进行比
较. 计算结果表明, 在满足加工误差为ε= 0.01 mm
的情况下 , 当刀触点位于被加工的螺旋曲面曲纹
坐标(2, 0.376)处, 刀轴在被加工曲面坐标系中的
方向为(0.937 4, 0.281 1, 0.205 7)时行宽最大, 其
值为 6.63 mm. 在满足加工误差为ε= 0.005 mm的
情况下 , 当刀触点位于被加工的螺旋曲面曲纹坐

标(2, 0.563)处, 刀轴在被加工曲面坐标系中的方
向为(0.896 8, 0.330 1, 0.245)时行宽最大, 其值为
5.87 mm. 然后, 按第 2 类优化模型(即以加工误差
最小为优化目标 )在刀触点轨迹线两侧选定行宽
6.07 mm 的加工区域, 设定加工区域边界(图 14 所
示的 0.5u   和 4.5u   曲线), 并沿加工区域边界
计算展成各刀触点时刀具包络面与设计曲面的偏

差. 图 16所示为沿 2条边界各点, 刀具包络面与设
计曲面的偏差变化情况. 

 
 

图 14  设计曲面及其上的刀触点轨迹线和加工边界 
 

 
 

图 15  仿真加工中刀具的刀位和姿态 
  

表 1 所示为用球头刀和环面刀在不同刀位规
划下加工上述曲面时的加工带宽. 可以看出, 在同
样的加工精度、适当的刀位规划下, 非球面的圆环
面刀具加工带宽较球头刀的加工带宽要大得多 , 
显示了非球面刀具宽行加工的高效率. 综合表 1、
图 15和图 16可以看出, 使用圆环面刀具的数控加
工时 ,  包络逼近方法可以在给定的加工区域内 

 
 

图 16  加工边界上刀具包络曲面与设计曲面的误差 
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表 1  球头刀及不同刀位规划下环面刀加工带宽 mm 
  

方法 
0.01 0.005 

球头刀 5.5mmR   0.98 0.69 
二阶泰勒逼近 25    3.12 2.48 
三阶泰勒逼近 6.14 5.28 
包络逼近 6.63 5.87 

 

实现刀具包络曲面与设计曲面的最佳逼近, 且较已有
的加工方法(如二阶或三阶泰勒逼近)具有更高的加工
精度和加工效率. 但是, 与多点切触方式比较, 该方
法的效率要低一些, 这是因为多点切触方式[5]允许

有一定量的过切的原因.  

4  结  语 

本文基于微分几何的曲面自然活动标架理论, 
推导了多轴联动数控加工复杂曲面中刀具相对工件

运动的通用规范描述方法, 由刀具曲面和设计曲面
运动不变量参数描述了刀具相对工件的包络运动.  

本文提出曲面的包络逼近理论 , 将非球面刀
具的多轴联动数控加工问题归结为刀具曲面在运

动变换下, 以简单(刀具)曲面(如平面、圆柱面、圆锥
面和各种回转面及螺旋面等)上的定向曲面片(刀具包
络面特征线上的微分流形)为样条曲线, 按指定的插
值条件(刀具包络面与设计曲面沿刀触点轨迹线在任
意一点沿任意方向的短程挠率和法曲率均相等)和
精度逼近加工目标曲面的曲面拟合问题; 分别以加工
效率和加工精度最优为目标, 建立了能确保刀具相对
工件运动连续光滑的刀位优化的泛函极值模型. 该刀
位优化模型能真实反映实际加工过程.  

仿真算例结果表明, 按本文方法控制刀具相对工
件运动, 沿刀触点轨迹的各刀位上的加工行宽和加工
误差的变化是连续的, 满足实际加工的要求; 与二阶
泰勒逼近的方法比较, 本文方法能显著地提高加工精
度和效率. 
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